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内 容 简 全 


本 书 共 有 九 童 , 包括 图 的 基本 畦 念 和 基本 理论 及 其 应 用 ,图 在 计算 机 中 的 表示 和 图 的 基本 算法 , 图 
论 机 型。 网络 及 其 应用 ， 网 络 计划 技术 ,网络 规划 等 - 

书 中 给 出 了 60 个 常用 算法 ,612 道 例题 和 习题 ， 这 对 于 提高 学 习 兴 趣 ， 加 深 对 内 容 的 理解 . 增强 独 
立 思考 和 应 用 的 能 力 是 大 有 挤 益 的 ,. 

本 书 具 有 系统 性 . 理论 性 、 实 用 性 和 新 颖 性 ,结构 安排 合理 ， 语言 流畅 清晰 ， 可 作 工 程 与 计算 机 科 
学 、 数学 , 应 用 数学 、 经 济 数学 与 运筹 学 等 理工 科 有 关 专 业 本 科 生 和 研究 生 的 教材 , 对 于 《数学 模型 》 课 
程 和 金 国 大 学 生 数 学 模型 况 赛 是 一 本 非常 适用 的 参考 书 ， 世 可 供 有 关 科 技 人 员 阅 读 . 
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1736 年 Ewet 解决 七 刁 问 题 " 沁 标志 图 论 的 媳 生 ， 经 过 整整 二 百年 ， 图 论 的 第 一 部 专 
著 一 一 Ksnig 的 《有 限 图 与 无 限 图 的 理论 329 在 1936 年 问世 . 图 论 的 迅速 发 展 出 现在 近 三 
十 儿 年 ， 这 是 与 图 论 的 广泛 应 用 ， 以 及 计算 机 技术 和 所 子 技术 的 发 展 密切 相关 的 . 

图 论 是 研究 图 的 组 全 关系 及 结构 的 一 个 数学 分 支 ， 今天， 图 论 在 物理 学 、 化 学 、 计 
算 机 科学 、 通 讯 科 学 、 经 济 学 . 运筹 学 、 电 气 与 土木 工程 、 生 物 学 、 心 理学 、 语 言 学 . 社 
会 学 与 人 类 学 等 学 科 的 应 用 已 经 是 众所周知 的 .事实 上 ， 几 是 包含 二 元 关系 的 系统 都 可 
以 用 一 个 图 来 模拟 ， 或 者 说 用 图 论 来 建立 数学 模型 ,并 用 图 的 理论 和 方法 加 以 研究 和 解 
决 ， 由 子 图 论 在 自然 科学 、 社 会 科学 、 工 程 技术 与 经 济 管理 等 各 方面 的 应 用 ， 并且 图 论 
具有 形象 直观 的 特点 ， 所 以 受到 人 人 们 的 普遍 重视 ， 使 图 论 在 当今 世界 成 为 最 活 既 的 数学 
分 支 之 一 - 

本 书 是 在 作者 多 年 从 事 本 科 生 和 研究 生 的 教学 中 所 使 用 的 讲义 的 基础 上 ， 并 参考 近 
代 有 关 文献 编写 而 成 的 ， 

内 容 包括 图 和 网 络 的 基础 、 理 论 、 方 法 、 谋 用 和 算法 ， 共 有 盛 章 ， 第 一 至 五 章 是 图 
的 基本 概念 和 基本 理论 及 其 应 用 ， 第 六 章 是 图 在 计算 机 中 的 表示 和 图 的 基本 算法 ， 第 七 
章 是 图 论 模型 ,讨论 如 何 把 实际 问题 转化 为 图 论 问 题 来 解决 ， 第 八 至 蕊 章 是 网 络 和 网 络 
规划 及 其 应 用 . 

图 和 网 络 的 计算 是 在 计算 机 上 实现 的 。 本 书 在 第 六 章 讨论 了 图 的 基本 算法 ， 并 在 全 
书 给 出 了 60 个 图 和 网 络 的 常用 算法 . 

各 章 都 精心 配置 了 例题 和 习题 ,全书 共有 612 道 ,这些 题 紧密 配合 正文 , 深浅 适度 ， 
也 有 一 些 较 难 的 题 。 根 据 教学 需要 ， 可 将 部 分 习题 所 到 正文 中 讲授 

为 便于 教学 ， 在 内 容 上 自 成 体系 ， 所 需 预 备 知识 主要 是 线性 代数 ， 在 第 九 章 需要 线 
性 规划 的 有 关 知 识 ， 可 参考 文献 [12]，[13] 和 [14]. 

本 书 可 作 理 工科 有 关 专 业 本 科 生 和 研究 生 的 教材 。 注 意 到 各 校 各 专业 对 图 和 网 络 的 
要 求 不 完全 相同 ,在 内 容 和 结构 的 安排 上 尽 可 能 方便 使 用 者 对 教材 的 取 合 ， 可 供 选 择 的 
教学 时 数 为 一 学 期 每 周 四 学 时 左右 ， 或 者 一 学 年 每 周三 学 时 左右 . 

对 于 《数学 模型 } 课程 和 全 国 大 学 生 数 学 模型 竞赛 , 这 是 一 本 非常 适用 的 参考 书 , 也 
可 供 有 关 科 技 人 员 阅读 . 
本 书 是 四 川 大 学 教材 基金 委员 会 重点 资助 的 教材 .感谢 校 系 领导 和 四 川 大 学 出 版 社 
的 大 力 支 持 ， 感 谢 石 大 明 同志 为 本 书 出 版 付出 的 辛勤 劳动 ， 
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第 一 章 ”图 的 基本 概念 


$1.1 从 么 是 图 


在 18 世纪 的 东 普 鲁 士 有 一 个 城市 叫 属 尼斯 堡 , 流 经 该 城市 有 一 条 河 , 河 中 有 两 个 小 
岛 把 市 区 分 为 四 抉 陆 地 ,陆地 问 有 -E 座 桥 相 连 , 如 图 ]. 1 所 示 . 当时 ,人 们 在 环 城 游览 中 总 
是 在 尝试 并 议论 着 一 个 饰 腑 筋 的 问题 :能 否 从 自己 的 居住 地 出 发 作 环 城 汶 览 , 走 过 每 座 桥 
怡 好 一 次 最 后 回 到 出 发 地 ?所 有 的 尝试 者 失败 了 ,为 什么 ? 

瑞士 数学 家 欧 拉 (Euler) 在 1736 年 发 表 了 著名 的 论文 “依据 几何 位 置 的 解 题 方 
法 "09, 这 是 图 论 的 第 一 篇 论文 ,他 标志 图 论 的 诞生 , 欧 拉 用 四 个 小 贺 图 代表 四 拨 陆 地 ,用 
七 条 边 代 表 七 座 桥 , 画 出 了 七 桥 问 题 的 模拟 图 ,如 图 1. 2 利用 这 个 模拟 图 ,网 拉 措 出 ;车 
每 抉 陆地 所 连接 的 桥 都 是 般 数 座 , 则 从 任 一 陆地 出 发 必 能 通过 每 座 括 恰好 一 次 而 加 到 出 
发 地 ,否则 是 不 可 能 的 由 此 , 欧 拉 完全 解决 了 七 桥 癌 题 . 


<> 


图 1.1 阁 尼 斯 堡 七 桥 示 意图 图 1.2 七 桥 问题 模拟 图 

欧 拉 利用 模拟 图 解决 七 桥 问 题 的 方法 当时 还 是 一 种 孤立 现象 ,并 未 引起 人 们 的 普 滔 
兴趣 .一 个 世纪 之 后 ,1847? 年 , 克 希 鸭 赤 在 解决 电网 络 方程 中 如 何 确 定 独立 方程 数 自 的 问 
题 时 ,提出 了 树 的 概念 9. 如 果 把 一 栋 树 的 硅 梢 及 树枝 生长 点 作为 图 的 “点 ”树枝 作为 
“ 边 ”, 则 在 抽象 意义 下 , 树 就 是 连通 的 .无 立 的 一 一 此 即 是 图 论 中 的 树 的 概念 . 1857 年 , 凯 
莱 在 研究 有 机 化 学 中 碳水 化 合 物 的 同 分 异 构 物 时 ,也 独立 地 发 现 了 树 *'1, 如 图 1. 3. 对 于 
树 的 研究 是 图 的 发 展 的 一 个 重要 标志 

图 论 中 的 另 一 个 著名 澡 题 就 是 哈密 顿 图 ,这 个 问题 从 1858 年 提出 至 今 仍 然 没有 完全 
解决 . 1858 年 哈密 顿 衫 : 发 明了 一 种 被 称 为 Teesian 的 游戏 (lcosian 是 个 希腊 字 , 意 指 20). 游 
戏 的 方法 是 以 十 二 面体 的 20 个 顶点 代表 世界 上 的 20 个 城市 ,游戏 者 从 某 个 城市 出 发 ,在 
十 二 面体 上 依次 经 过 每 个 城市 恰好 一 次 ,最 后 回 到 出 发 点 . 十 二 面体 如 图 1. 4, 相 应 画 在 
平面 上 的 模 氢 图 如 图 1. 5, 由 此 ,这 个 游戏 又 称 为 环球 旅行 游戏 . 


(al 丁 冬 好) 异 丁 境 
图 1.3 同 分 异 构 物 的 分 子 结构 图 


J 
a 


图 1.4 环球 旅行 游戏 示意 后 图 1.5 环球 旅行 游戏 模拟 图 

对 图 的 研究 和 应 用 虽 早 在 1736 年 从 欧 拉 研究 七 桥 难 题 就 开始 了 ,但 一 直 是 点 上 的 工 
作 , 没 有 面 上 的 发 展 . 直到 漫长 的 二 音 年 过 去 之 后 的 1936 年 ,图 论 的 第 一 本 专著 ,匈牙利 
数学 家 0. Kenig 所 著 {《 有 限 图 与 无 限 贺 的 理论 jx 才 得 以 问世 ， 

图 论 的 迅速 发 展 是 在 本 世纪 五 六 十 年 代 开 始 的 . 大 体 说 来 这 与 电子 技术 和 计算 机 技 
术 的 发 展 是 同步 的 , 由 此 我 们 说 图 论 是 一 门 吉 老 而 年 轻 的 学 科 , 并 且 正 显示 其 生机 过 过 的 
活力 ,其 发 展 及 应 用 前 景 是 十 分 明显 的 . 

人 恨 定 自然 界 和 人 类 社会 中 的 事物 用 一 个 小 圆圈 代表 , 称 为 顶点 . 如 果 两 事物 间 有 某 神 
关系 , 则 用 一 条 线段 连接 代表 该 事物 的 二 个 顶点 ,从 而 得 到 一 个 图 , 称 为 该 系统 的 模拟 图 ， 
正如 七 桥 问 题 模拟 图 ,环球 旅行 诸 戏 模拟 图 等 . 因此 ,一 个 具有 二 元 关系 的 系统 总 可 以 用 
一 个 图 来 模拟 . 直观 地 说 ,图 就 是 由 一 些 点 (至 少 一 个 顶点 ) 以 及 连接 这 些 点 的 线段 (直线 
段 或 曲线 段 ) 所 组 成 的 图 形 . 这 些 点 称 为 顶点 ,这 些 线段 称 为 边 , 例如 ,我 们 常见 的 运输 网 
络 图 ,电网 络 图 ,通讯 网 络 图 ,工程 流程 图 ,天 燃气 管 网 图 ,分 子 结构 图 ,生物 链 图 ,人 体 经 
络 图 ,神经 网 络 图 ,管理 系统 图 ,组 织 机 构图 , 销 入 连 锁 图 ,交通 图 (铁路 .公路 ,航海 ,航空 、 
航天 等 ), 导 游 图 ,家 谱 图 等 等 . 总 之 ,无 论 在 自然 科学 ,社会 科学 ,工程 技术 与 经 济 管理 各 
方面 , 常 可 用 图 来 描述 事物 及 事物 间 的 关系 ,并 可 根据 对 图 的 性 质 的 分 煌 来 研究 和 揭示 各 

仲 系统 的 特性 ,提供 对 系统 进行 决策 的 科学 依据 . 


§ 1.2 图 的 定义 
定义 1.1 称 6 一 (VY,B) 是 一 个 图 ,如 果 


《1) 六 是 一 个 非 空 有 限 集 合 ,中 

(2) 五 是 VY 中 元 素 的 元 序 对 所 组 成 的 有 限 集合 ， 
并 把 了 的 元 素 叫 微 医 的 顶点 ,加 的 元 素 叫 做 图 的 边 ， 

图 GG= (0 ,8) 沉 简 记 为 图 0 ;并 以 VO) 或 V8(0) 或 8 分 别 表 示 图 46 的 顶点 集 , 边 集 . 
设 3 是 一 个 集 台 , 则 以 ji3j 表示 集 5 的 基数 或 元 素 个 数 . 于 是 1Fto) [或 |F|,|8(G) | 或 
1 分 罚 表 示 图 如 的 顶点 数 , 边 数 . 由 定义 , 边 是 顶点 的 无 序 对 ,车 边 e 是 顶点 上 和 2 的 无 序 
对 , 则 记 e = (ap) 或 e 一 (ou)， 

设 e == (ao , 则 称 p 是 e 的 端点 ,或 连接 = 与 两 个 端点 重合 的 边 称 为 还 . 若 两 条 
或 两 条 以 上 的 边 有 相同 的 痴 点 , 则 这 些 边 称 为 平行 边 . 若 顶点 zx 是 边 e 的 一 个 端点 , 则 称 顶 
点 & 与 边 e 关 联 , 不 与 任何 边关 联 的 顶点 称 为 狐 空 点 .两 个 顶点 称 为 相 邻 ;如果 它 们 与 同一 
条 边关 联 . 两 条 边 称 为 相 邻 ,和 如果 它们 与 同一 个 顶点 关联 ， 

有 * 个 顶点 mw 条 边 的 图 称 为 (xvm) 图, (0,0) 图 岂 室 图 . (4,0) 图 称 为 堆 图 ,* 是 正 整 数 . 
当 # 二 1,(1,0) 图 叫 平凡 图 . 没有 环 与 平行 边 的 图 称 为 简单 图 . 任意 相 异 二 顶点 都 相 邻 的 
简单 图 称 为 完全 图 . 有 * 个 顶点 的 完全 图 记 为 玉 , 和 称 为 三 角形 . 设 上 之 2 为 正 整数 , 若 
VG) 有 一 个 分 解 记 7s em, 庆 , 拓 

UVUwUF=VO, FN i¥j . 
具 每 个 V; 自 身 的 项 点 都 互 不 相 邻 , 则 栎 图 8 为 # 分 图 , 记 为 = (Vi,… ,Pi15) ;不 在 同一 子 
集中 的 任意 相 异 二 项 点 都 相 邻 的 简单 上 分 图 , 称 为 完全 分 图 , 记 为 六 ,其 中 im = 
ni 当时 ,2 分 国 又 称 合 图 ,完全 2 分 轿 又 称 完全 偶 图 ， 

定 闵 1.2 顶点 的 邻 域 Fe) 定义 为 

六 四 全 iaEFCe)le 与? 相 邻 )， 
车 3 三 『, 则 3 的 部 域 FS) 定义 为 
TS) EU {TO |o € 5}, 
显然 :PCO) 一 pCV (0)) 是 一 个 映射 ,这 里 p(VLO)) 表示 VC0) 的 者 集 , 即 Y(G) 的 也 有 子 
集 的 集 台 ， 

对 于 简单 图 , 边 由 顶点 的 相 领 关系 唯一 闫 定 ,因此 简单 图 = (7 ,8) 可 以 表示 为 6 = 
(P ,万 )， 

例 1.1 用 上 映射 也 表示 图 1.6 的 简单 图 . 

图 可 宕 示 为 G6= 中 , 门 , 这 里 

0 《0 


Tps) 一 Tooarbj， | 
Tm) = viva), vV, 
Fo 一 fos， Hg 
vs) = i, vs 
对 任意 的 一 个 图 6, 著 去 掉 环 , 夫 挤 平行 边 ， 国 向 妥 罗 


则 得 到 一 个 简单 图 , 称 为 图 0 的 基因 . 


中 为 方便 , 当 Y = 邮 针 你 为 空 图 . 


例 1.2 求 图 1.7(e) 的 图 的 基 图 ,如 图 1.7(， 


图 1.7 tq) 图 (3) 图 5 的 共 图 
§1.3 子 图 及 其 运算 


定义 1.3 著 VCED) GV(O),5(08) 忆 8(0); 则 称 图 太 是 图 0 的 子 图 ,0 是 互 的 母 图 ， 
记 为 再 守 ,着 开 忆 0, 玉 钴 0 则 称 玉 是 6 的 真子 图 , 记 为 HCCG 车 HEQRTVCHD) 二 YC0)， 
则 称 已 是 6 的 生成 子 图 ， 
设 如 一 0,), 若 信和 关 外 刁 六 , 令 
EB' = {Cu5) 和 四 am 人 人 
则 子 图 (7 ,B"') 称 为 6 的 由 V' 导出 的 子 图 ,简称 为 点 导出 子 图 或 导出 子 图 , 记 为 CC 了 车 
VF = 介入 则 
[Ly, 0] OCF ]. 
车 从 6 中 删 去 包 以 及 所 有 与 VF' 的 顶点 关联 的 边 ,所 得 到 的 子 图 称 为 6 的 删 点 子 图 , 记 为 
8 一 六 .车 六 二 { 引 , 则 
Gv 全 0 {ov}. 
设 如 = (0T, 记 ,著作 关 记忆 百 , 令 
VV 二 {2 Vlr 与 如 的 边关 联 }. 
则 子 图 (四, 声 ) 称 为 6 的 由 如 导出 的 子 图 ,简称 为 边 导出 子 图 , 记 为 G6[8". 车 到 = te 
"ve, 则 
EA 
车 从 5 中 删 去 疡 的 所 有 的 边 ,所 得 到 的 子 图 称 为 删 边 子 图 , 记 为 0 一 后 ,车 == fe}, 则 
Oe 全 0 {fe}. 
设 壤 是 6 中 不 相 邻 顶点 的 元 序 对 所 组 成 的 边 集 , 则 CG 十 PF 表示 在 C 中 窜 加 孚 的 所 有 
的 边 所 得 到 的 图 , 称 为 6 的 加 边 图 ,车 请 = {e); 则 
| 二 ee 全 0 二 {eo). 
容易 证 明 ( 习 题 |. 8)， 
CIPFN = CG~ WF, CRF]EG— HBF. 
例 1.3 给 定 图 如 图 1.8C0) ,其 点 ( 边 ) 导出 子 图 , 删 点 ( 边 ) 子 图 与 加 边 图 如 图 
1.8(D) ~ (Of). 
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二 
四 7 
Va 
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Ee 
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(tb)} 
Ld 
VY 
VY 
[ey 


VI 
Vy 
必 3 
Va ve Vz Vs 2 Vs 
Va Va Vs 
Va Vs, ’ {f) 
(d) 
图 1.8 《图 台 (1 出 点 子 图 全 一 
4) 点 导出 子 图 [Lo ,nsw4] 《e) 删 边 子 图 G 一 【evelyes) 
《e) 边 导出 子 图 fevervee] {f》 加 边 图 6 十 (msns2 


设 .G3 是 6 的 二 个 子 图 ;车 YC00) 站 Flco = 名 , 则 称 61 与 6 是 不 相交 的 . 若 
BCG) 门 CG2) = 名, 则 称 6 与 是 边 不 交 的 . 不 相交 一 定 边 不 交 , 反 之 不 一 定 . 
定义 1.4( 交 ) 设 C6: 是 如 的 子 图 , 则 局 与 后 的 变局 门 0; 定义 为 
四 | 6 人 GLE(G) 门 吾 (Gz)]. 
著名 与 2 边 不 实 , 则 和 站 ea 是 空 图 ， 
定 久 4.5( 并 )” 设 三 ,3 是 6 的 子 图 , 则 Gi 与 G6; 的 并 人 GU G2 定义 为 
GU 0 人 cE) LU BCG;)1. 
著 人 @ 与 5 边 不 交 , 则 把 GU G6; 记 为 久 十 人 Gs. 
定义 1.6( 差 ) ”图 6 与 子 图 玉 的 差 6 一 五 定 义 为 
0 全 GTB(OMNECH)]. 
定义 1,7( 补 ) 设 吾 是 6 的 子 图 , 则 五 在 6 的 补 立 及 (G) 定义 为 
HO) E60— BD), 
车 6 是 简单 图 , 则 6 的 补 图 人 是 与 6 有 相同 顶点 集 的 一 个 简单 图 , 且 在 人 中 两 个 顶点 相 邻 
当 且 仅 当 它们 在 2 中 不 相 邻 ， 
定义 1. 8( 对 称 差 ) 设 忆 ,6: 是 6 的 子 图 , 则 6 与 喇 的 对 称 差 @ 四 6x 定义 为 
CB 0 Eo UY 6) 一 5 门 台 )， 
例 1.4 给 定 图 6 及 子 图 ,Gs 如 图 1.9(n) ~ te) ,其 交 , 并 , 装 , 对 称 差 与 补 如 图 
|. 904) ~ (C2), 


Vy Va V3 is vs 
Vs 
Vs 
" Ve Ye ve 
(a) (by fa) 
VI 1 
相 Va bs bs Vs 
志 Vs 
Va 
vs Vs Ve 
td) (ey {f) 
VY Vy 全 凡 
Va 
Vs Va 1 [a 多 
Vs ys Vs 
Va ¥ 
ps © Vs Ve 
{g) (h} Ci} 
图 9 (图 后 号 ) 于 图 局 fc 子 图 对 
{相交 如 站 G1 {e) 并 6 6G 《有 差 如 一 名 
《7) 对 称 差 6, 由 中 (th 补 售 (D 如 在 的 补 图 (63 
$1.4 有 向 图 


定义 1.9 称 0= 中 ,8) 为 有 向 图 ,如 果 

C1) 了 是 一 个 非 空 有 限 集 合 ， 

(2) 吾 是 『 中 元 素 的 有 序 对 所 组 成 的 有 限 集 合 ， 

并 把 下 的 元 素 叫 做 图 的 顶点 , 刀 的 元 素 电 做 图 的 有 了 向 这 或 这 ， 

设 0 是 有 向 图 ,e 一 (wv) E 2), 则 称 z 为 e 的 起 点 或 尾 ,e 为 4 的 出 边 ; 并 称 4b 为 e 的 
终点 或 式 ,e 为 的 人 这 ;又 称 * 为 "的 前 趋 ,> 为 上 的 后 继 . 若 二 条 或 二 条 以 上 的 边 有 相间 区 
共和 尾 ; 则 这 些 边 称 为 平行 这 . 

对 有 向 图 ,顶点 » 的 前 趋 域 三 Co) 是 


产 (全 位 ETFo)la 是 > 的 前 赵 }， 
顶点 "的 后 继 域 六 (z) 是 
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六 (全 人 人 EFCollz 是 的 后 继 }， 
顶点 2 的 邻 域 Tv) 是 
TOO) = Tt C0) UP Co)， 
例 1.5 对 于 简单 有 向 图 二 (F ,5), 可 用 映射 T+ 或 广 表示 ,但 不 能 用 三 表示 , 对 
图 1.30 的 有 向 图 ,可 如 下 表示 为 (F, 王 ) 或 (V ,三 )， 


Tt 《ai] 一 《pavaty2s}》， Tm (C0) = tpazs}， 
Tt {v2) = {vsta}, rm (v1) 二 人 铅 ， 
六 上 《as 一 {nt}, 站 【ba) 一 {vwa}, 
T+ (mn)} = V， 六 (Co 一 {orbs}, 
T+ (vs) 一 1) mT C05) = 1。 
yy 
bs 的 
和 4 
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图 1.10 简单 有 向 图 

相对 于 有 向 图 来 说 ,定义 1, 1 中 的 图 称 为 无 向 图 . 对 于 无 向 图 , 边 e = (4,5) 也 可 以 记 
为 ¢ 二 (2 ,2) ;因为 元 向 图 的 边 是 顶点 的 无 序 对 .而 有 向 图 的 边 是 顶点 的 有 序 对 , 故 对 有 向 
图 ,u,v) 与 Coal 是 不 同 的 二 条 边 . 

设 8 是 有 向 图 ,车 略 去 边 的 方向 , 则 得 到 一 个 无 向 图 , 称 为 图 的 基础 图 , 如 虹 6 是 无 
向 图 ,给 所 有 的 边 任 意 定 个 方向 , 则 得 到 一 个 有 向 图 , 称 为 图 @ 的 定向 图 , 容易 看 到 ,有 向 
图 的 基础 图 是 唯 一 的 ,而 没有 环 的 无 向 图 的 定向 图 却 有 2! 个. 

例 1.6 给 定 有 向 图 6 如 图 1.11(4) ;其 基础 图 如 图 111(0). 对 无 向 图 8), 它 的 一 个 
定向 图 如 (ce). 


图 1.11 ta) 有 向 图 5 (CW) 如 的 菇 础 图 品 《ce 太 的 定向 图 名 
设 6 是 有 向 图 ,如 果 对 任意 的 we ETF(G) ,以 4 为 起 点 bz 为 终点 的 边 数 ,与 v 为 起 点 4 
为 终点 的 边 数 相 同 , 则 称 2 是 对 称 的 , 如 果 对 任意 的 42 EE 6G, 当 (9) E BO) 时 , 则 
(za 筷 避 (0 , 则 称 6 为 反对 称 的 , 任意 二 顶点 ,5 都 有 二 条 边 (a,v) 相 (Cw,4) 的 简单 有 向 
图 称 为 完全 有 向 图 , 基础 图 是 完全 图 的 有 向 图 称 为 竞赛 图 . 一 个 竞赛 图 也 可 看 作 是 完全 图 
的 定向 图 ， 


例 1,7 在 图 1.12 中 给 出 对 称 图 ,反对 称 图 ,完全 图 和 亮 赛 图 的 例 . 


图 1.12 to) 对 称 图 (6) 反对 称 图 ie) 完全 图 (4) 竞赛 图 
81.5 顶点 度 


定义 1,10 设 @ 是 一 个 图 ,每 个 E F(O) ,与 关联 的 边 的 数目 称 为 的 麻 , 记 为 
ao)， 简 记 为 dCw) ,并 规定 在 计算 关联 边 数 目 时 , 环 算 作 二 条 边 . 

我 们 由 &0) 或 6440) 或 4 分 别 表示 图 G 的 最 小 度 ,最 大 度 . 

孤立 点 不 与 任何 边关 联 , 故 有 有 

# 是 孤立 点 < 拓 > do) 一 0 

瘀 为 1 的 顶点 称 为 县 点 ;与 最 点 关联 的 边 称 为 悬 边 . 度 为 奇数 的 顶点 称 为 奇 点 , 度 为 偶数 
的 顶点 称 为 偶 点 , 每 个 项 点 的 度 都 相同 的 图 称 为 正则 图 , 每 个 顶点 的 度 都 等 于 上 的 图 称 为 
+ 正则 图 . 显然 ,完全 图 KK. 是 (x 一 1) 正 刚 图 , 偶 图 六 .是 * 正则 图 . 

定理 1.1 对 图 6G = (VY,8), 有 

人 ev) = 2|8|. (1.1) 


证 ”因为 每 条 边 有 2 个 端点 ， 换言之 ,在 计算 顶点 的 度 时 ， 每 条 边 丛 好 重复 计算 一 
次 , 故 式 (1. 1) 成 立 。 证 毕 . 

推论 1.2 图 的 奇 点 数目 是 偶数 . 

证 ” 设 图 5 二 (OV ,5) 的 奇 点 集 为 下, 俑 点 集 为 F*, 则 


D0) 一 名 十 名" = 21E£|, 
因为 4?) 一 偶数 ， 215| = 偶数 ， 所 以 总 to 也 是 介 雪 注意 到 bE Pdfa) 是 奇数 , 故 


了 
{| 是 个 数 . 证 毕 . 

对 于 有 向 图 2, 顶点 "的 出 过 数 称 为 出 度 , 记 为 上 + (顶点 的 入 边 数 称 为 人 度 , 记 为 

dl 《2), 顶点 = 的 关联 边 数 称 为 度 , 记 为 ttv), 即 
do) = 8+ +) vv EVO). 

我 们 用 而 (0) 或 末 ,65 (0) 或 扩 ,#(0) 或 5 分 别 表示 图 6 的 最 小 出 度 ,最 小 入 度 , 最 
小 度 ; 用 小 《中 或 4t,J4 (C6) 或 ,JC0) 或 4 分 别 表示 图 6 的 最 大 出 度 , 最 大 入 度 , 最 大 
度 . 

定理 1,3 对 有 向 图 GG = (FY,8), 有 

Dat (0) = DN (9) = |B|, C1. 2) 
FeEF rE 


证 ”在 有 疝 图 中 ,每 条 边 恰 好 是 一 个 顶点 的 出 边 ,一 个 顶点 的 入 边 , 故 式 {1, 2) 成 立 ， 

证 毕 . 
§ 1.6 连通 性 
定义 1.11 设 5 是 一 个 图 ,6 的 一 个 顶点 和 边 的 非 空 有 有 限 交 错 序 齐 
鲜 一 poevrenm; kkEN, 

满足 Be i 2 ks 旭 称 下 为 一 荣 加 -村 通道 ， bo 为 起 点 ， bi 为 终点 ， Via 
an-; 为 内 顶点 ,为 通道 的 长 .如果 起 点 与 终点 不 同 , 则 称 为 开通 道 , 苦 相 同 则 称 为 闭 通 
道 。 

若 欠 是 ww- 通道 , 则 大 本 的 任意 一 个 价 点 w 沿 钱 到 玉 上 某 个 顶点 wv) 所 得 的 通道 称 
为 WW 的 6- 段 ,把 W 的 交错 序列 斤 转 得 -to 通道 , 称 为 于 的 道 通道 , 记 和 作 Ww-!, 盈 

， Wl 一 wee ve 

没有 重复 边 的 通道 称 为 迹 . 起 点 和 终点 不 同 的 迹 称 为 开 迹 . 起 点 与 终点 重合 的 迹 称 为 
闭 迹 , 

没有 重复 项 点 的 开通 道 称 为 路 . 

一 条 还 道 若 顶点 不 重复 则 边 必 不 和 踢 复 ,因此 ,一 条 路 也 是 一 条 迹 , 但 反 过 来 床 成 立 . 

注意 到 一 条 通道 中 的 顶点 5. 与 w 是 边 & 的 两 个 端点 ,因此 一 条 通道 的 点 边 交 错 序列 
可 以 略 去 顶点 而 用 边 序列 表示 . 局 拌 , 迹 和 路 也 可 用 边 序 列表 示 . | 

如 果 G 是 简单 图 , 则 边 由 顶点 对 唯一 确定 . 因此 ,在 简单 图 中 ,通道 . 迹 和 路 可 用 顶点 
序列 表示 . 

例 1.8 给 定 图 1, 13, 有 

开通 道 DPE Dl en 

闭 通 道 PPV oteet) 

开 这 wepenaetierbys 


闭 迹 DiC 


路 D1 C2D20e de by, 
定理 1.4 图 中 车 有 wsv 通道 则 必 图 1.13 
有 4-v 路. 


证 ” 设 W 是 图 中 uv 通道 .设想 从 起 点 4 客 环 旅行 ,一 旦 遇 到 已 经 到 达 过 的 顶点 , 例 
如 友 , 则 从 厂 中 夫 种 wm-a 段 ,并 从 » 开 始 沿 环 继 续 旅 行 ,直到 煞 的 终点 +, 由 此 即 得 一 条 没 
有 重复 顶点 的 w 通道 即 w+ 路， 证 毕 . 

推论 1.5 在 {x,m) 图 中 车 有 wv 通道 则 必 有 其 长 不 超过 Gx 一 1) 的 a-v 路 (习题 1. 1). 

定义 1.12 6 的 二 个 顶点 4, 称 为 连通 的 ,如 果 在 6 中 有 ws 通道 . 称 图 0 是 连通 的 ， 
如 果 避 的 任 二 顶点 都 是 连通 的 . 

容易 着 到 ,图 G 的 顶点 同 的 连通 关系 是 YC0) 的 一 个 等 价 美 系 . 于是,F(G) 可 按 连 通关 
系 分 解 为 等 价 类 , 设 有 eo 个, 总,… ,V1w 是 正 整 数 . 相应 地 ,图 0 分解 为 6 个 不 相交 子 图 , 即 

e = 6[F] 十 … 十 GEE.]J， 

称 G[V,] 为 如 的 连通 支 或 简称 为 才 ,i 一 1,…,o* 并 称 几 为 图 6 的 连通 去 数 ， 


由 定义 :图 如 的 连 道 支 就 是 图 6 的 极 大 连通 子 图 ,因此 ， 
“连通 二 > wt56) 一 1. 

若 4,v 所 FCG) 连通 , 则 有 ws 通道 , 一 条 最 短 uv 通道 称 为 一 条 测 地 线 , 其 长 冲 做 顶 
点 与 ?加 的 距离 , 记 作 dta,s), 显然 测 地 线 必 为 一 条 中 . 若 顶点 ez 不 连通 , 则 规定 其 距 
离 为 oo. 容易 证 明 由 此 所 定义 的 顶点 间 的 距离 满足 欧 氏 距离 公理 ,， 即 

C1 deav) 尘 0, 且 dat) 一 0 当 且 仅 当 4 二。; 《〈 非 负 性 ) 

(C2) diusv) 二 dlvy4); (对 称 性 》 

£3) due) 十 Gasa 尝 d(u,w)， (三 角 不 等 式 ) 
事实 上 ,由 定义 ,(1) 和 (2) 是 明显 的 . 车 w 与 vs 连通 ,vw 与 连通 , 则 4 与 连通 , 且 wv 通 道 
加 上 zz 通道 必 为 a-w 通道, 故 (3) 成 立 . 恕 果 “ 与 不 连通 ,或 者 与 ww 不 连通 , 则 

deurb) 二 dv) 一 oo 
故 (3) 仍 成 立 . 证 毕 . 

图 6 的 最 长 一 条 测 地 线 的 长 称 为 图 6 的 直径 , 记 汶 4(6), 即 

do) = max {dtayn) uv EE FC!, 
于 是 ,& 连通 当 且 仅 当 id) < cc， 

在 实际 问题 中 通常 不 满足 于 知道 图 G 是 否 连 通 , 还 常 要 知道 图 0 的 连通 程度 . 图 的 连 
遂 栓 度 可 作为 系统 可 靠 性 的 一 种 度量 ,例如 把 图 1.902) 看 作 4 个 通讯 站 的 一 个 通讯 网 络 ， 
若 通讯 站 ， 发 生 故 障 中 断 工作 时 ,整个 通讯 网 络 也 将 随 之 中 汤 通 讯 . 这 样 的 通讯 网 络 , 保 
证 通讯 畅通 的 可 昔 性 就 不 高 ,或 者 说 这 样 的 图 其 连通 程度 不 高 . 为 度量 图 的 连通 程度 , 引 
进 连通 度 相 边 连 通 度 的 概念 . 

定义 1,13 设 E 连 通 , 若 产 二 FFCG) 使 0 一 产 不 连通 , 则 称 V 是 一 个 顶点 割 , 有 上 个 
元 素 的 顶点 割 称 为 上 项 点 割 . 不 连通 图 的 顶点 割 为 空 集 . 

图 6 的 连通 度 是 6 的 顶点 割 中 最 小 的 +, 即 使 6 不 连通 上 所 需 山 去 的 量 必 顶点 数 , 记 为 
KK) 

min {|V'|[|Fr 是 顶点 割 }， 6 和 至少 有 二 个 顶点 不 相 邻 ， 
PKe3| 一 1， 否则 . 
车 xC0) 之 台 则 称 避 是 上 连通 的 ， 

显然 , 非 平 凡 图 @ 不 连通 , 当 且 仅 当 xz) = 0， 

设 3, 了 是 Fo) 的 子 集 ,以 [LS 到 表示 号 与 了 之 癌 的 边 集 , 即 一 个 端点 在 & 中 , 另 一 端 
点 在 了 中 的 所 有 边 的 集 . 

定义 1.14 设 丰 天 SCFGOS 一 PFCOONS, 则 称 13, 下 为 周 G 的 一 个 边 割 . 边 害 
和 ,中 也 记 为 W(3) 有 个 元 素 的 边 割 称 为 £ 边 割 ， 

图 5 的 边 连 通 度 是 6 的 £ 边 蔓 中 最 小 的 ,即使 6 不 连通 所 需 删 去 的 最 少 边 数 , 记 为 
(OY: 


iH) 一 


a0) = 0, 6 平 几 图 或 不 连通 ， 
min {| 是 边 割 }， 否则 ， 
车 入 6) 之 操 则 称 怠 是 上 边 连 通 的 . 
例 1.9 在 图 1.14 中 给 出 具有 不 同 连 通 度 和 边 连通 度 的 图 . 
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02) (0b) Ce) ‘4d) 


图 14 (sn) 工 连 通 .1 边 连 通 (5) 1 连通 ,2 过 连通 
{ce) 2 连通 ,3 边 连 通 Ld) 4 连通 ,4 边 连 通 
定理 1.6 对 任何 图 (都 有 
#0) RO) EO). (1.3) 


证 ”若是 平凡 图 或 不 连通 图 , 则 
*(0) 一 4) = 0， 
故 式 (1. 3) 成 立 , 今 考 虑 非 平凡 连通 图 @, 则 与 度 为 5 的 顶点 相关 联 的 边 构成 e 的 一 个 5 边 
割 , 故 200) 过 未 
设 外 是 6 的 基 图 , 则 
KC0D) = KC) MO) EE AO), C1.4) 
车 能 证 明 x(@) 过 M0), 则 从 式 51, 4) 推出 式 (1. 3) 左边 不 等 式 成 立 . 
设 6 是 完全 图 ,出 
xfG) = 40) = |F(O)| 一 1， 
以 上 讨论 说 明 ,为 证 明 xc) 过 4(6) ,不妨 设 @ 是 非 平凡 篇 单 连 通 图 县 不 是 完全 国 . 假 
设 了 一 [85 是 一 个 边 割 , 合 于 
IF| = 40) 之 1， 
则 下 的 真子 集 不 再 是 边 割 , 故 0 一 下 恰 有 二 个 连 
通 支 , 设 为 Coz, 如 图 1.15, 设 与 的 边关 联 的 
顶点 在 ,中 是 z147 ,ws 在 Gz 中 是 如 ,7 ,yy. 令 
下 二 {z 1 一 {ys }. 
车 FCOONX 关 名, 则 革 是 48 的 顶点 割 且 
#0 |X 一 “二 | 一 240). 
于 是 我 们 可 以 假定 
G1 = GFX], G2 = GLY], 


上 
dew) 6 |F|, Dadoln) = IF|, 
1 一 上 
do{si) 一 dr(t) 2 ds) Fk, 
下 


jt 

因此 GC[j 是 完全 图 .于 是 每 个 x 后 芷 在 名 中 至 少 与 (IF| 一 上 十 1) 个 顶点 相 邻 ,上 放 从 必 ， 

的 顶点 到 6; 的 天 点 的 边 数 至 少 有 |F| 一 二 十 1) 条 ,所 以 &CIF| 一 才 十 由 委 | , 即 
一 |F|I}GE 一 1) 守 0, 


故 # 一 1 或 晤 | 同 理 ,Gt 是 完全 图 ,以 = 1 或 |F|. 因 为 6 不 是 完全 图 ,此 以 
一 ! 一 |F| 污 2， 
芭 G[Xj] 与 GC[7] 都 是 |F| 个 顶点 的 完全 图 且 它 们 之 间 恰 有 || 条 互 不 相 邻 的 边 , 故 6 是 
1?| 正则 图 . 任 取 > €E VOO) ,与 相 邻 的 |F| 个 顶点 构成 一 个 顶点 害 , 故 
wt0) RIF| = ACO). 

从 而 定理 得 证 - 

读者 可 以 对 任意 的 正 整 数 * 志 m 扩 吉 作出 一 个 简单 图 CG 使 #6) = MG) 二 im 
62) 一 虑 习题 1, 33)， 

例 1.10 取 * 一 2 一 4 一 4 可 以 作出 如 图 116 的 简单 图 , 合 于 一 2,4 二 4， 
5 一 4. 


图 1.15 
关于 有 向 图 的 连通 性 , 比 无 向 图 的 情形 要 复 荣 . 
定义 1.15 设 8 二 (FV ,8B) 是 有 向 图 ,0 的 一 个 顶点 相 边 的 非 空 有 限 交 错 序 列 
W 一 von et 

满足 证 一 Ca- 证 一 1 出 称 丈 为 一 条 -通道 ,车 癌 和 关 w 则 称 为 有 向 开通 道 , 若 
w 二 二, 则 称 为 有 和 启 轩 通道 . 边 不 章 复 的 有 向 通道 称 为 有 向 迹 . 顶点 不 重复 的 有 向 开通 道 
称 为 有 向 路 . 

如 果 有 一 条 uw-v 有 向 通道 ; 则 称 4 到 ?可 达 . 车 4 到» 可 达 或 到 4 可 达 , 则 称 顶点 4 与 
是 单 向 连通 的 . 车 4 到 4 可 达 县 + 到 & 可 达 , 则 称 顶 点 4 与 # 是 强 连 通 的 . 

称 有 向 图 6 是 连通 的 ,如 果 4 的 基础 图 是 连通 的 . 称 6 是 单 向 连通 的 ,如 果 & 的 任 二 顶 
点 都 是 单 向 连通 的 , 称 6 基 强 连通 的 ,如 果 G 的 任 二 顶点 都 是 强 连通 的 ， 
显然 , 强 连 通 必 单 疝 连通 , 单 向 连通 必 连 通 , 但 上 反 过 来 不 成 立 . 
例 1.11 如 图 1.17 的 三 个 有 向 图 ,说 明 连 通 不 一 定单 向 连通 , 单 向 迷 酒 不 一 定 强 连 


通 ， 


{5) {b) (ec) 
图 1.17 ta 强 连 道 , 单 向 连通, 连通 区 非 强 连 通 ,单间 连通 .连通 《ec) 非 强 连 通 . 非 单 向 连通 .连通 
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对 有 疝 图 G6, 顶点 阅 的 连通 关系 , 强 连 通关 系 都 是 等 价 闫 系 , 但 单 向 连通 关系 不 是 等 
价 关 系 . 接连 通关 系 对 有 向 本 顶点 集 的 分 类 实际 上 就 是 对 有 向 图 的 基础 图 进行 的 . 假定 对 
有 向 图 6 的 顶点 集 V 按 强 连 通关 系 分 解 为 六 |， 4 则 GLPJ] 狐 为 有 向 图 0 的 强 连 通 支 ， 
i 二 10yo4t 有 向 图 8 的 强 连 通 支 就 是 如 的 极 大 强 连通 子 图 . 类 似 地 我 们 可 以 定义 看 向 图 
6 的 单 向 连通 支 为 6 的 极 大 单 向 连通 子 图 ， 

例 1. 12 给 定 有 向 图 C 如 图 1. 18(a) ,其 强 连 通 支 5 个 如 (61) ~ C66), 单 向 连通 支 3 个 
如 (Ce) 一 《0%) ,连通 支 2 个 如 (6) ~ (ds) ,6 的 强 连 踪 支 豆 不 相交 ,种 包 省 了 C 的 雇 有 顶点 
而 不 一 定 包含 6 的 所 有 的 边 .6 的 单 向 连通 支 可 能 有 公共 顶点 ,也 可 能 有 公共 边 . 0 的 连通 
克 互 不 相交 , 且 包 含 了 6 的 所 有 顶点 相 边 . 


bs py Ye 1 
人 1 驴 丰 oO oO 
7 

(6h) (bh) (bs) (bs) (bo 

x es Ys Ve 让 

Es 全 人 

人 17 Vr 

(0) 6) (4s) 


图 了 1.1 

设 6 = (TV,B) 是 有 向 图 ,容易 证 明 ( 习 古 1. 25)， 

(1) 每 个 顶点 恰好 在 一 个 强 连通 支 ,每 条 边 或 者 不 在 任何 强 连 通 支 或 者 洽 在 一 个 强 
连通 支 ， 

《2) 每 个 顶点 和 每 条 边 都 在 某 个 单 向 连通 支 ; 

(3) 每 个 顶点 和 每 条 边 怡 在 一 个 连通 支 ， 

在 有 向 图 中 顶点 4 到 顶点 "的 距离 定义 为 最 短 &a 有 向 通道 的 长 , 如 果 不 存在 uw-z 有 向 
通道 , 则 规定 du,0) = co， 由 此 房 定义 的 距离 满足 非 负 性 不 三 角 不 等 式 ,但 不 消 足 对 称 
性 . 


$1.7 图 和 余 圈 


定义 1.16 ”起 点 和 终点 重合 的 路 称 为 圈 . 长 为 的 图 称 为 图 ， 长 为 奇数 的 圈 称 为 森 
角 . 长 为 偶数 的 圈 称 为 偶 圈 ， 

由 定义 ,图 就 是 内 顶点 不 蛋 复 的 闭 通 道 . 

定理 1,7 ” 闭 迹 可 分 解 为 边 不 交 的 圈 之 并 ， 
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并 ， 证 毕 . 

由 定理 1.7 可 知 , 圈 就 是 极 小 而 迹 . 

定理 1.8 若 j 闫 2, 则 图 必 有 阐 . 

证 ”不妨 设 8 是 连通 图 , 囊 则 可 考查 图 G 的 尾 一 连通 支 ,和 任 取 ww EF(O) ;从 ww 出 发 沿 
G 的 边 旅 行 , 其 规则 是 : 沿 没有 经 过 的 边 到 达 没 有 经 过 的 顶点 ,否则 旅行 终止 .由 于 上 六 2， 
所 以 在 旅行 中 , 当 到 达 某 个 顶点 时 , 必 能 离开 vw 继续 旅行 . 由 于 顶点 数 有 限 ,旅行 必 终 止 
在 已 经 经 过 的 某 个 顶点 ;于 是 得 到 一 个 图 ， 证 毕 . 

定理 1,9 车 |E0) | 室 17CO)1, 则 G6 合围， 

证 ”对 顶点 数 归纳 证 明 . 若 FG)| 二 1 则 48200)| 宇 1, 即 6 有 环 , 定 理 自然 成 立 . 假 
设 当 |FC) | 一 ”时 定理 成 立 , 今 设 |FC6}| 一 2% 十 1, 如果 每 个 顶点 度 法 2, 由 定理 1.8,6 
必 有 圈 . 否则 取 加 EE VCG),d(m) 二 0 或 1, 于 是 

[ECG 一 v0) | FO p00) | = 
由 归纳 假设 ,& 一 ww 含 圈 ,该 圈 也 是 6 的 图 , 故 得 证 ， 
定理 1.10 图 6 是 栅 图 , 当 且 仪 当 & 不 售 奇 圈 . 
证 ”必要 性 设 和 = 5CXY,B) 是 偶 圈 ,并 设 
C= vou Ve 
是 图 0 大。 因为 u 是 偶 圈 ,所 以 依次 有 


2 825 EY, 


虐 上 建交 数 . 
充分 性 ”不 妨 设 6 连通 , 取 
mm 人 PIG)， 设 -~ 
- 
= {zx EVOO Ndr,m) 偶数 }， 7 4 AAA 由 


一 位 马 VCD dvw) 奇数 上 
则 革 , 是 VCO) 的 一 个 分 解 , 设 "eeE vo 


X,P 是 最 拓 w-v 路 ,@ 是 最 短 wt 路 1 ， AN 0 2 
今 从 和 出 发 洛 忆 旅行 ,与 如 的 最 后 一 = \ ,7 
个 公共 顶点 是 we( 也 许 w 二 wo), 并 设 记 图 1.19 


为 P 的 wv 段 ,8 为 8 的 w-x 段 ,如 图 
1. 19. 因为 P 是 最 短路 ,所 以 了 的 zo-w 段 是 最 短 w-w 路 . 同 理 ,8 的 vw-w 段 也 是 最 短 w-w 路 ， 
故 它们 的 长 相等 . 又 因为 与 @ 的 长 都 是 偶数 ,所 以 wx 路 玫 : 十 @ 的 长 也 是 偶数 , 因为 图 
@ 不 含 奇 圈 , 所 以 顶点 "与 顶点 不 相 邻 ,于 是 我 们 已 证 得 美的 任 二 顶点 都 不 相 邻 , 同 理 ,7 
的 任 二 顶点 也 不 相 邻 , 故 6 是 偶 医 ， 证 毕 , 
定义 1.17 图 5 的 极 小 边 制 称 为 侠 转 . 
定理 1,1! 设 5 连 通 ,F 乞 8(G), 则 
FF 是 余 圈 < 二 ol 一 了) = 2 
证 了 是 余 圈 二 >F 是 边 割 ,F 的 真子 集 都 不 是 边 割 
<>6 一 不 连 道 , 且 不 序 在 下 的 真 于 集 产 使 0 一 Fr 不 连通 
< of 一 RF) 二 2。 证 毕 . 


推论 112 设 6 连 通 ,你 了 关 5Cre), 则 
[LS,5] 是 余 圈 擂 >0L3S].60[5] 都 连通 ， 
证 注意 到 人 一 [8,8] 一 LS] 十 OG[§], 故 
[Ss,3] 是 余 圈 ot0 一 [8S,5]) 一 2 
>w(6[LS] 十 wf5]) = 2 
< = wtt[S]))= 1 
二 0[S],G[L3] 都 连通 ， 证 毕 . 
定理 1]. 13 ” 边 害 可 分 解 为 边 不 交 余 圈 之 并 . 
证 ” 设 [8S,5j 是 边 割 ,0 一 太 的 连通 支 是 G04, 如 图 ].20Ca), 则 
[5S,5] = [FO POND] + "+ [FOO FOO), 
为 证 明定 理 , 只 和 需 证 明 : 每 个 [VC ,FCG7] 可 分 解 为 边 不 交 余 圈 之 并 . 
设 C 是 包含 总 的 连通 支 ,C 一 VCG,) 的 连通 支 是 避 ,… ,C4 如 图 1.2002), 刚 
[POY FE] = [PFCc PTO] + + [0 PHOD1. 
对 每 个 j,G[VC0))] 一己 连通 ,6LFCc 一 C 一 0, 连通 ,由 推论 1.12,[V CC) ,VCO6D)] 是 余 
圈 . 证 毕 . 


图 1.20 i) 归 一 总 的 分 解 CC 一 了 063 的 分 解 
对 于 有 向 图 的 疼 和 和 余 图 ,定义 为 它 的 基础 图 的 圈 和 余 图, 有 向 图 的 圈 著 圈 上 上边 的 方向 
都 一 致 则 称 为 有 向 圈 , 有 向 图 的 余 图 车 余 财 上 上边 的 方向 都 一 致 则 称 为 有 向 佘 图， 
定理 1.14 人 设 86= (77,5) 是 有 向 图 ,8 一 {1,2,… ,im} ,车 边 | 著 黑 色 , 其 余 的 边 或 者 
不 着 色 ,或 者 任意 着 红 、 刀 . 绿 三 色 之 一 , 则 恰 有 下 询 情形 之 一 出 现 ， 
(1) 存在 含 边 1 的 图 ,图 上 不 舍 示 着色 的 边 且 黑 边 与 边 1 向 向 , 绿 边 与 边 1 反 向 ; 
(2) 序 在 含 边 1 的 余 园 , 余 圈 上 不 含 红 过 且 黑 边 与 边 [ 同 向 , 绿 边 与 边 工 所 向 ， 
证 ”相继 给 顶点 以 如 下 标记 ; 
(0) 设 边 1 二 Gs) ,标记 5; 
(0) 若 z 已 标记 ,y 未 标记 ,县 
1) 存在 奥 边 (x,y) ,或 者 
2) 存在 红 边 (zy) 或 (y,z) ,或 者 
3) 存在 绿 边 (yy ,x); 


则 标记 

当 标 记 终止 时 丛 有 下 列 情形 之 一 出 现 . 

情形 ! 上 被 标记 . 

此 时 ;从 标记 :到 标记 有 一 条 st 迹 , 加 上 边 1 得 一 闭 迹 ,由 标记 规则 ,此 有 闭 迹 由 红 、 
黑 , 绿 边 组 成 且 妇 边 方向 与 边 1 相同 , 绿 边 方 向 与 过 1 相反 . 分 解 上 比 闲 迹 为 边 不 突 的 圈 之 
并 , 含 边 1 的 较 即 为 定理 之 (1) 所 求 . 再 证 在 此 情 
形 不 会 兼 有 定理 之 (2) 出 现 . 不 然 , 车 有 余 园 
[S,5] 合 于 定理 之 (2) ,不 妨 设 8 € 5,f 所 人 8 根据 
从 sE 5 到 LE 的 标记 过 程 , 必 能 从 某 个 zE 3 
标记 到 yE 二 ,如 国 1. 21. 有 三 种 可 能 ， 

1"》 (rz,9) 是 黑 边 ; 
图 1.21 从 = 标记 到 y 2 《5 扩 或 人 2) 是 红 边 ; 

3") (yz) 是 绿 边 ， 


无 论 乌 一 种 可 能 都 与 定理 之 (2) 矛盾 ， 
情形 2 上 未 被 标记 ， 
设 S= {215 被 标记 } 风 #3 E811E 总 因为 8 的 顶点 在 慰 记过 得 中 者 是 不 能 作 标 记 的 ， 
所 以 过 割 [$, 3 不 会 与 边 1 反 向 的 黑 边 ,不 含 红 边 ,也 不 含 与 边 1 同 商 的 绿 边 . 分 解 此 边 割 
为 边 不 交 的 余 圈 之 并 , 含 边 | 的 余 贺 即 为 定理 之 (2 所 求 . 


5 再 证 在 此 情形 不 会 裴 有 定理 之 (1) 出 现 , 不 然 , 车 有 图 c 合 

MY 于 定理 之 (1), 因为 * 已 作 标记 ,未 作 标 记 , 所 以 ,在 团 c 上 

\ 发 洛 边 了 相反 的 方向 旅行 , 当 第 一 次 过 到 包 标 记 顶 

A———d, 点 4 时 终止 , 并 设 最 后 离开 的 一 个 未 标记 顶点 是 。， 

图 1.22 不 能 外 4 标记 到 部 图 1, 22, 故 ES E 世 根据 标记 过 程 , 不 能 从 “标记 到 
v+ 有 三 种 可 能 : 


1*) 【aa) 是 黑 边 ， 
2°) (46,5) 或 (zy, 吉 ) 是 未 著 色 的 边 ， 
3) 《nb 是 绿 边 } 
无 论 哪 一 种 可 能 都 与 定理 之 (1) 矛盾 . 
定理 证 毕 . 
推论 1.15 ”有 向 图 的 每 条 边 或 怡 在 一 个 有 向 圈 上 ,或 俭 在 一 个 有 疝 余 回 上 ， 
证 ”由 定理 1. 14, 所 有 的 边 都 着 黑色 , 故 得 证 ， 
定理 1.16 设 2 连 通 有 向 图 ,BC) 关 好 , 则 下 列 各 条 等 价 ， 
(DC 强 连 通 ， 
(2) 每 条 边 都 在 一 个 有 向 圈 上 :; 
(3) 8 不合 有 向 余 轿 ， : 
.证 (1 > (2) 设 (z,y) EB8(G), 由 强 连 通 性 ,存在 y-x 有 向 路 P, 故 P 十 (zx,y) 是 
含 (z,z) 的 有 向 圈 ， 
《2) 地 (3) ”由 推论 1. 15. 
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(3) 之 (1) ”车 5 不 是 强 连 通 的 , 则 CG 的 强 连 通 支 至 少 有 2 个 , 设 为 ,02. 因为 G 连 
通 , 故 有 边 (z,y) 连接 与 64, 不 妨 设 z EVCO1),yEV(G2s), 因 为 :与 y 在 不 同 的 强 连 通 支 ， 
所 以 边 (z,#) 不 在 任何 有 向 车 上 . 由 推论 1. 15,Cz,y) 在 某 个 有 向 余 圈 上 ,此 与 6 不 含有 向 
余 医 耶 盾 . 

定理 证 毕 . 


$1.8 图 的 矩阵 表示 


一 个 图 可 以 用 图 形 来 表示 ,并且 常 常 把 图 与 表示 图 的 图 形 等 同 起 来 , 用 图 形 表 示 图 的 
优点 是 直观 ,方便 , 若 用 矩阵 表示 图 则 便于 计算 机 处 理 ， 
定义 1.18 (asm) 图 的 关联 矩阵 4(G) 是 a X m 知 阵 , 其 ;i 行 j 列 的 元 am 定义 为 
0, ey 与 5 不 关联 ， 
0 加 多 6; 与 关联 且 ei 不 是 环 ， 2 
2, #8 是 $$ 的 环 . 
例 1.13 如 图 1.13 的 图 2, 其 关联 答 阵 是 


el ez Ey Pi Es ee Er ee 


v2°1 1 1 1 0 0 0 
spio 1 0 0 0 1 0 1 
4 一 。 (1.5) 
wlio 0 1 10 0 1 0 
wlio 0 00 1 1 1 0 
slo 0 00 0 0 0 1 
关联 答 阵 4 有 如 下 性 上 质 ，: 
(1) 考查 4 的 列 , 有 


si 是 环 <> 4.; 有 一 个 元 是 2 其 余 都 是 0， 
不 是 环 < 和 >4. 有 二 个 元 是 1 其 余 都 是 0， 
人 与 皇 是 平行 进 全 4 一 4 

Day = 2, j= 1,2 ns 


(2) 考查 4 的 行 ,有 
是 孤立 点 二 Soy 一 0 了 一 上 2 
Da 三 dtp;), i = | 


j= 1 


加 是 早点 所 4 有 一 个 元 是 1 其 余 都 是 0， 
(3) ACG) 依赖 于 顶点 各 边 的 顺序 ,并 且 

顶点 顺序 的 改变 二 过 4(0) 相应 的 行 变换 ， 

边 顺序 的 改变 寺 > 4(0) 相应 的 列 变换 ， 
换 尼 之 ， 设 4 是 如 的 关联 乍 阵 , 则 由 是 & 的 关联 矩阵 的 充 要 条 件 是 看 在 量 搞 矩阵 P， 

& 使 
A' = P49， 
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例 1.14 图 1.13 的 图 @ 的 关联 矩阵 可 写 为 


by Per es Bs se 


vy fl 8 0 1 9 0 01 
we 0 1000 11 
nlo 1 10 0 100 
visiI0 0 0 1 0 0 0 0 
vll 1 0 9 2 1 1 0 
因为 有 置换 矩阵 
00006 16400 
0 0 
op 1 000 1 0 0 .0008 
00000 100 
0 .00 i100 
0 10 00 000 
P 一 |0010 0|, 898= ， 
00000010 
000 1 
DOnn000001 
10000 
00100000 
000 1000 90 
使 4 一 PP 人, 这 里 4 即 式 (1.5) ) 的 关联 矩阵 . 实际 上 4 的 顶点 顺序 是 wzwiaawsm , 边 的 顺序 


是 eaeiereeeieaeses， 
(4) 图 GG 有 个 连 遂 支 全 ,，… .6 的 充 要 条 件 是 ,适当 安排 硕 点 和 边 的 顺序 ,使 4(0) 具 

有 分 块 对 角 阵 的 形式 , 即 

fei) 

dfC) = 


ALG.) 

(5) 答 阵 4 是 一 个 无 环 图 的 关联 矩 阵 , 当 且 仪 当 

(a) 4 的 元 紊 为 0 或 1; (4) 4 的 每 列 怡 有 2 个 "1”, 

定理 1.17 设 4 是 人 om) 图 如 的 关联 窟 阵 , 则 在 模 2 运算 下 ,r(4) 二 #4 一 ww 

证 ”只 需 证 明 当 人 6 连通 时 rt4) 二 一 1 

(1) 4 至 客人 一 1) 个 独立 行 ,因为 4 的 列 恰 有 2 个 1, 其 所 有 行 的 相 必 为 零 , 

(2) 4 的 任意 (一 1) 行 独立 .不 然 , 设 有 

4 十 机 :十 十 机 :一 0， 们 委 二 一 由 (1 6) 
因为 6 连通 , 必 有 
eo= (rin) EE BOVFEL 和 

于 是 入 .十 44. 十 : i 相应 于 边 。 的 分 量 是 1, 此 与 式 (1.6) 矛盾 。 

由 (1) 与 (2) ,定理 得 

设 6 是 连通 Gm) 0 二 4 一 1, 且 4 的 任意 (一 1) 行 是 独立 的 ,我们 称 4 的 
任意 (x 一 1) 行 攀 成 的 子 和 矩阵 为 基本 关联 算 阵 , 记 为 多, 特别 地 , 当 去 掉 4 的 顶点 的 行 所 
得 到 的 基本 关联 第 阵 记 为 省 

对 无 环 图 的 甘 联 矩阵 4, 任 意 ( 一 1) 行 都 是 独立 的 , 设 罗 是 从 4 任意 略 去 一 行 的 子 算 
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隆 ,利用 关联 矩阵 每 列 从 有 两 个 1 的 性 质 ,可 以 把 略 去 的 行 还 原 ， 
定义 1,19 (wm) 图 如 的 邻接 抵 阵 玫 (C) 是 x X 算 阵 ,其 1 行 了 列 的 元 z 定义 为 
= 以 5 与 vj 为 端点 的 边 数 一 
例 1.15 加 图 1.13 的 图 6, 其 邻接 矩阵 是 


bl Va Vs Vs 


stil 1 2 1 0 
FF 1 0 9 1 1 017) 
va |2 8 0 1 0 
vw|ll 1 1 09 0 
volo0 1 0 0 0 
邻接 和 矩阵 上 有 如 下 性 质 ， 


(1) 邻接 矩阵 是 对 称 阵 ; 
(2) 在 顶点 v. 有 环 所 全 和 人 0， 
在 顶点 与 v 有 平行 边 寺 壤 刀 祝 1， 
G 是 简单 图 < 一 下 (G) 是 对 角 线 为 零 的 0-1 算 阵 } 


C3) dp0) = 2 十 Dh 二 2 十 >) hs， 
he=1 a=! 


车 GQ 是 简单 图 , 则 dt) = FH, 中 “1*” 的 个 数 兰 五 六 中 1” 的 个 数 ; 
(4) 五 (G) 依赖 于 顶点 的 顺序 ,并 且 
顶点 项 序 的 改变 所 >4(0) 相应 行 和 列 的 交换 ， 
换言之 , 设 志 是 C 的 邻接 答 阵 , 则 总 基 C 的 邻接 抢 阵 的 充 要 条 件 是 存在 置换 矩阵 呈 使 
H' = PHP. 
例 1.16 1. 13 的 图 颖 的 邻接 乱 阵 可 写 为 


一 
DD 
a 


0 

1 
H'=|0 

了 
因为 有 置换 矩阵 


9 Q 
0 0 
] 0 
0 0 


~ 
| 

[= 

= 和 

二 - 
2- 


0 0 1 
使 Hr = PP, 这 里 五 是 式 (1.7) 的 邻接 矩阵 , 实际 上 六 的 顶点 顺序 是 v2v4vavsv1. 
(5) GG 是 侦 图 的 充 要 条 件 是 ,适当 安排 顶点 的 顺序 使 HC(G) 有 如 下 形式 ， 


0 EK 
H(G) = ( ) 
RK” 0 


(6) 图 G 有 ww 个 连通 支 0,… ,G6 的 充 要 条 件 是 ,适当 安排 项 点 的 顺序 使 HH(G) 具有 分 


块 对 角 阵 的 形式 , 即 
HOE) 
H(G) = … ， 
HG,) 
定理 1.18 设 吾 为 Gm) 图 的 邻接 矩阵 ,并 记 下 一 (内 水 为 正 整 数 , 则 巡 ' 等 于 
G 的 w-w 通道 数 . 
证 ” 当 = 1 时 定理 自然 成 立 , 设 定理 对 下 成 立 , 今 证 对 HM! 也 成 立 ,事实 上 由 
PH 一 下 
得 
的 和 二 ui， 
其 中 
hu 二 长 为 1 的 vw.-vi 通道 数 ， 
j 一 长 为 上 的 %-t 通 道 数 ， 
故 


hp 一 长 为 侍 十 划 的 过 的 wz 上 通道 数 ， 
于 是 研 和 所 = 长 为 他 十 的 wv 通道 数 ， 证 毕 . 
推论 1,19 设 互 是 Com) 图 C 的 邻接 年 阵 , 令 
了 自生 盏 十 于 十 …… 才 下 全 GD) k= 12 一 1 
则 
《1 当 i 短 访 当 二 长 小 于 等 于 的 ww; 通道 数 ，; 
(2) 当 i = 起 夺 = 长 小 于 等 于 的 vi-v; 闭 通道 数 } 
(3) 当 i 关 jw 与 妃 连通 的 充 要 条 件 是 由 "0 > 0 
证 ”(1) 与 (2) 是 定理 1. 18 的 直接 结果 . 今 证 53)， 
如 与 9 连通 千 坟 存在 vi-v, 通道 
> 存在 长 小 于 等 于 (x 一 1) 的 w-v; 通道 


< > 0 
故 得 证 , 
推论 1.20 设 总 是 (em) 图 8 的 邻接 矩阵 , 则 
dev) mipn 全 | 天 0 天 让 
证 ”直接 由 定理 得 证 . 
例 1.17 已 知 图 1.13 的 图 的 邻接 矩阵 由 式 (1,7) 给 出 , 则 有 
1 1* 2 I* 0 7 2 3 
1 0 0 1 1* 2 3 83 
H=|12" 0 0 1 0|， Hi=|3 3 5 
l” 1* 1 0 4 1 2 
0 ll” 0 0 DD 1* 0 0 
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人 


{1. 8) 


《1], 9) 


19 12 18 12 2 79 33 50 49 12 


12 3 5 8 3 33 23 32 20 3 
Hi 二 |118 5 8 11 3 |， Hi=|150 32 47 3! 51, 
l2 8 1! 了 1 49 20 31 31l 8 
2 3 3 上 0 12 3 5 8 3 
i106 48 73 66 15 
3 48 29 40 30 了 


0 一 五 十 五 :十 天 十 有 一 |73 40 60 45 $$|., 
66 30 45 41 ]8 
15 7? 8 10 4 
在 名 中 打 "* ”号 的 元 素 表示 满足 式 (, 9) ,于 是 
dpsta) = dp 8a) = dn) = dpm) = dt) = dm) = 1] 
dev bs) 一 (bz = dpsps) 一 人 


dC ts) = 3. 
由 二 106, 得 长 小 于 等 于 4 的 ww-v; 闭 通 道 有 有 106 条 ,由 卉 := 8 得 长 小 于 等 于 4 的 ss-2s 
通道 有 8 条 . 
下 面 讨论 有 向 图 的 矩阵 表示 ， 
定义 1,20 ”无 环 (xm) 有 向 图 6G 的 关联 矩阵 442) 是 x X 天 和 矩阵, 其: 行 了 列 的 元 or 


定义 为 
人” 名 与 不 关联 ， . 
ay 二 11， 名 是 名 的 出 边 。 = Leesa j 一 【esi 
| 一 1， 忆 是 的 入 过 
例 1.18 ”如 图 1.23 的 有 向 图 6, 其 关联 矩阵 是 


el C2 ea 4 如 es er 
vi {1 ] 一 | 0 ] 0 0 
va |—1 —1 上 0D 0 1 0 
rl — 
23 | 站 人 0 1 一 上 0 D 
wu |0 0 0 一 上 0 一 上 1 
vs [0 0 D 0 0 0 一 上 


国 为 每 条 边 恰 好 是 一 个 顶点 的 出 边 , 另 一 
个 顶点 的 入 过 ,所 以 有 回 图 的 关联 矩 中 每 列 恰 
好 一 个 17, 一 个 “一 ]”, 其 余 元 素 都 是 零 ， 

鞭 联 年 阵 的 ; 行 , 其 "1” 的 个 数 为 顶点 的 出 
度 ," 一 1” 的 个 数 为 硕 点 的 入 度 , 非 零 元 素 个 数 
为 顶点 的 度 . 

类 似 干 定理 1. 17 到 证 ,Gm) 连通 有 向 图 
的 美 联 矩阵 的 铁 为 人 一 也 , 且 任 意 马 一 1) 行 是 
独立 的 ， 
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定义 1.21 (um) 有 了 向 图 4 的 邻接 矩阵 CC) 是 x X = 矩阵 ,其 ; 行 了 7 列 的 元 如 定义 
为 
起 ; 二 从 v5 到 vj; 的 边 数 ， ivj = 12 
例 1.19 如 图 1.24 的 有 向 图 6, 其 邻接 矩阵 是 
m [0 2 0 0 0 
yo vo 0 1 0 0 | 
wll 0 1 1 0 
ss 10 0 0 0 1 
六 ss lo0 0 0 1 8 
半 由 定义 即 知 ,## 的 行 其 各 元 之 和 为 顶 
图 1.24 点 的 出 度 , 右 的 列 其 各 元 之 和 为 顶点 的 人 
度 ， 
对 有 向 图 6 的 邻接 矩阵 五 ,类 似 于 定理 1. 18 可 得 : 
入 一 长 为 的 or 上 有 向 通道 数 ， 
各 ' = 长 小 于 等 于 上 的 ww 有 向 通道 数 ， 
定义 1.32 (x,m) 有 向 图 尼 的 可 达 和 矩阵 PC0) 是 n X 和 矩阵, 其; 行 了 列 的 元 mw 定义 
为 


py 一 | 【如 到 志 可 过， ,j= 1,2 ,sh 


9， 否则， 
距离 矩阵 DLG) 是 x Xn 和 矩阵 ,其 ;i 行 j 列 的 元 志 定义 为 
di 一 EC) j= 2 
由 于 顶点 vw 到 自身 是 可 达 的 , 故 ps = 1, 当 i 关 j 时 有 | 
站 可 达 v; < 一 存在 长 小 于 等 于 (x 一 1) 的 w-v; 有 向 通道 


> 关 0 
于 是 
1, ?了 0 或 i 二 jj 
py 一 | 1. 10) 
0, 否则 ， 
| 1 一 四 
咯 一 人 co， t= 0 jj, 《1 11) 
[ma 人 天 0) ,否则 . 


例 1.20 对 图 1.24 的 有 向 图 C, 有 


0 2 0 0 0 0 0 2 0 0 
0 01 0 0 1 0 1 1 0 

H=|1: 0 1 1 0|， =|1 2 1 1 411|，, 
0 0 0 0 0 0 © 1 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 
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2 0 2 2 0 2 4 2 2 2 
|! 2 1 1] 是 1 2 3 2 1 
Hi=|i1 2 3 2 ] 1， H!:=i3 2 5 4 2|， 
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 
4 6 6 4 2 
3 4 86 4 2 
Li =H 二 H+ 二 -HH=|)6 6 10 8 4i. 
0 0 0 2 2 
yd 0 0 2 2 
在 浇 中 打 ** ”的 元 素 表 示 满 足 式 (1.9), 故 由 式 (1, 10) 与 (1 11) 得 
! 1 1 1 1 0 1 2 3 4 
t 1 1 1 1 2 0 1 2 3 
PP 一 | 1 1 | 1|， D=!11 2 0 1 2|. 
0 0 0 11 oo oo oo0 由 1 
0 0 8 1 1 oo oo oo | #0 


例 1.21 让 无 向 图 中 ,车 顶点 + 与», 连通, 则 可 看 作 w 可 达 v 且 可 达 w: 故 式 
(1.10) 与 式 (1, 11) 对 无 向 图 也 是 适用 的 ,只 是 应 注意 到 在 无 向 图 中 可 达 和 矩阵 和 眠 离 矩 阵 
是 对 称 的 . 

对 图 1.13 的 无 向 图 6, 由 例 1, 17, 其 可 达 和 矩阵 和 有 虐 离 矩阵 是 


上 | 1 1 1 1 0 1 1 1 2 
1 1 1 | 上 1 1! 02 1 1 
PP 一 1 1 1 1 4， DB=|1 2 0 1 3 
1 1 1 1 1 t 1 1 0 2 
] 1 1 1 1 2 1 3 2 0 
$1.9 图 的 同 构 


定义 1.23 称 图 G6 与 图 吾 同 构 ; 记 为 6 旦 五 ,如 果 

《1 存在 V0) 与 Y(t) 的 一 一 对 应 ; 

{2) 存在 BC0) 与 BCH) 的 一 一 对 应 ， 

(3) 在 (1) 与 (2) 的 一 一 对 应 保持 顶点 与 边 的 芙 联 关系 不 变 ， 

图 到 自身 的 辣 构 称 为 自 同 构 . 

当 略 去 一 个 图 的 巴 点 与 边 的 慰 号 所 得 到 的 图 称 为 非 标 定 图 , 对 一 个 非 标 定 图 的 顶点 
与 边 任意 给 以 标号 所 得 到 的 图 称 为 标定 图 . 两 个 图 同 构 即 它们 的 非 标 定 图 相同 , 反 过 来 ， 
给 定 一 个 非 标 定 图 ,其 任意 两 个 标定 图 都 是 阐 构 的 . 换言之 ; 几 同 构 的 图 ,可 以 用 一 个 非 标 
定 图 来 代表 ， 

例 1.22 4 个 顶点 的 记 有 不 同 构 的 简单 图 ,其 非 标 定 图 共有 tH 个 ,如 下 表 所 示 . 
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| 有 G) | 


定理 1, 21 两 个 简单 图 6,,G; 同 构 的 充 要 条 件 是 

(1) 存在 Fo) 与 VC04) 的 一 一 对 应 ,并 且 

《2) 保持 顶点 间 的 相 邻 关系 不 变 . 

证 ”本 为 简单 画 的 边 直 顶 点 的 相 邻 关系 唯一 决定 , 故 担 证 . 

定理 1,22 设 豆 与 刀 : 分 别 是 图 如 与 所 的 邻接 怎 阵 , 则 外 衬 台 的 充 要 条 件 是 存在 
置换 答 阵 了 使 

Hi = Pi iH:P, 

证 ;与 G4 同 枸 即 人 与 6 有 相同 的 非 标 定 图 .对 一 个 非 标定 图 的 不 同 标号 即 对 邻 
接 矩 阵 相应 行 与 列 的 置换 , 故 得 证 . 

设 0 是 简单 图 ,由 定理 1.21 和 定理 1,22,6 的 自 同 构 就 是 VC0) 上 保持 相 邻 关系 的 置 
换 . 并 且 , 悍 持 相 邻 关 系 的 两 个 置换 的 乘积 仍 是 保持 相 邻 关系 的 置换 . 保持 相 邻 关系 的 置 
换 的 道 仍 是 保持 相 邻 关系 的 置换 . 因此 ,6 的 置换 所 枸 成 的 集合 ,在 置换 的 乘法 下 是 一 个 
群 , 称 为 G 的 自 同 构 群 , 记 作 44G). 

例 1.23 A4CK,) 是 x 阶 对 称 群 , 即 


4 一 和 (ise 是 112,eon 的 一 个 排列 ]， 


机 计 9 
例 1.24 3 个 斋 点 上 = {1,2,3) 的 简单 图 共有 4 个 ,如 图 1. 25 所 示 . 
其 自 同 构 群 有 2 个 : 


| 
人 Bi = ACO) = 人 


-5 是 1 ,2,3 的 一 个 排列 | ， 


i 

123 123 
4cD =4cco 一 | 人 ), ( )} 

1 235 1 32 
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-| 
四 

hy 
bo 


他 全 G, G&G 


国 1.25 3 个 顶点 的 简单 图 
如 何 判 断 两 个 图 是 否 同 构 至 今 还 没有 一 个 好 算法 . 两 个 图 0 与 0, 向 构 的 必要 条 件 可 


罗列 一 些 如 下 ， 

CL) IFCG) | = CCs) |， 2) IBC0) | = iB(G2) |, 

{3) oO) — wtta), £4) eg = ato), 

(5) wt0) = x(03), (6) ACID 一 ACOs), 

(7) 如 果 把 图 的 顶点 度 由 太 到 小 排 成 一 个 序列 , 称 为 度 序列 , 则 0 与 G6; 有 相同 的 度 
序列 ， 


C8) 号 (ou 与 上 (G6) 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 
关于 有 向 图 的 何 档 类 似 于 无 向 图 ,只 是 应 注意 到 边 是 有 向 的 . 
倒 1.25 如 图 1.26 的 4 个 有 揣 图 ,0) 与 人 同村 , 因 为 有 则 构 对 应 


站 一 At 


而 tc) 与 (4) 不 同 构 , 因 为 在 县 点 一 个 有 具有 出 边 ,一 个 只 有 入 边 ， 


/| | 
b ° XX 
{a) {b} (ce) (0) 


图 1.28 ”有 身 图 的 同 构 
习 题 一 


1,1 设 G 是 一 个 图 ,wz € FCG), 证 明 
在 顶点 + 有 环 > v ET(s). 
1.2 图 6 是 零 图 的 充 要 条 件 是 ,对 每 个 "E VO Fo) 一 当 。 
1.3 简单 图 6 是 完全 图 , 当 且 仅 当 
Tn) 一 FEOJN bpETCC)， 
1.4 简单 夺 分 图 是 完全 分 图 , 当 且 仅 当 站 i FF 二 VCO 
1.5 设 E 是 G(x,m) 
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(D 车 6 是 简单 图 , 则 m 祥 { 


(2) C 是 完全 图 的 充 要 条 件 是 几 一 人 
1.6 证明 
(CLD 6 是 简单 个 图 , 则 15(C)| < 


(2) 8 全 ,是 完全 偶 图 , 则 | 如 CR | 一 ?rs. 
1.7 设 顶 点 集 | 
了 一 {0d = 0 或 1 二 1, 村， 
FP 的 黄 个 顶点 相 邻 当 且 仅 当 它们 恰 肥 一 个 坐标 不 同 , 由 此 档 成 的 图 称 为 二 立方 , 记 为 久 . 
证 明 包 是 用 个 顶点 与 i* 2 条 边 的 偶 图 ,并 画 出 81,@; 与 他. 
1.8 设 图 GG = 让 ) 阔 关 相生 了 ,他 关 妈 己 5, 证 明 
(1) GELFAP] = 0 ~ Vi, 
(2} GEE\B | CC 一 中， 
并 举例 说 明 6[NB'] 关 G 一双 ， 
49 完全 图 的 点 导出 子 图 仍 是 完全 图 . 
1. 10 偶 图 的 子 图 仍 是 侦 图 . 
L111 设 上 2 是 6 的 两 个 子 图 ,证 明 
0 BG = oF GB], 


[PG) | 
4 a 


其 中 加 = BC6) ,B= EF(G,). 
1, 12 ”假定 认识 是 相互 的 ,证 明 
(C1) 任意 6 个 人 ,总 有 3 人 互相 认识 ,或 者 总 有 3 人 互 不 认识 ， 
(2) 任意 9 个 人 ,总 有 3 人 互相 认识 ,或 者 总 有 4 人 互 不 认识 ， 
(3) 任意 18 个 人 ,总 有 4 人 互相 认识 ,或 者 总 有 4 人 互 不 认识 ， 
1.13 ”任意 # 个 人 的 人 群 (x 洋 2), 至 少 有 2 人 ,他 们 在 该 人 群 中 朋友 数 相同 ,假定 朋 
友 是 相互 的 ， 
1.14 投 人 = fa 是 平面 点 集 , 且 尾 二 点 的 距离 大 于 等 于 1, 证明 距离 为 | 的 
点 对 最 多 3x 对 . 


1.15 证 明 #0) 2 中 | 


[Pe S10). 


1,16 在 (rwm) 图 中 若 有 4-v 通道 , 则 有 长 度 不 超过 Gx 一 1) 的 wv 路 . 
1,17 对 简单 图 必 有 长 大 于 等 于 5 的 路 . 
| 
| 


一 


18 YY eeEEBO, oO Eo 一 过 ac) 十 1， 
.19 对 简单 人 am) 图 ,证 明 
一 om — wo) Go wt 1), 
1,20 ” 设 有 x 个 电话 交换 台 , 问 每 个 电话 交换 台 诗 少 与 另外 多 少 个 电话 交 挽 台 有 直 
通 线路 就 能 使 其 互通 电话 ,为 什么 ? 
1 2 若 * 个 电话 交换 台 可 互 道 电话 , 则 至 少 要 多少 条 直通 线路 ,为 什么 ? 
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1.22 设 C 是 = 个 顶点 的 简单 图 , 若 G 不 含 三 角形 , 则 


1B00) | <[5], 


并 作出 不 含 三 角形 的 { ,| 与] 图。 
1.23 设 和 是 Cr) 简单 国 , 和 > ] 


《1 若 m> 人 ) , 册 6 连通， 


n—l1 


(2) 举例 4 一 (”。 ) 且 0 不 连通 . 
1.24 设 0 是 简单 图 , 则 4 或 者 Gr 怡 有 一 个 是 连通 的 . 
1.25 设 6 二 (F, 届 是 有 向 图 ,证 明 
《1) 每 个 顶点 恰 在 一 个 强 连 通 支 ,每 条 边 或 者 不 在 任何 强 连通 支 或 者 谷 在 一 个 强 
连通 支 ， 
(2) 每 个 顶点 和 和 每 条 边 帮 在 某 个 单 向 连通 支 ， 
(3) 每 个 顶点 和 每 条 边 都 恰 在 一 个 连通 支 . 
1.26 营 d(0) > 3, 则 dG) 一 3 
1.27 ”平面 上 给 定 3 个 点 , 今 有 一 些 圆 ,每 个 贺 至 少 包 含 # 十 1 个 点 , 试 证 这 2 个 点 
的 任 二 点 连 线 必 整个 含 于 某 些 圆 内 ， - 
1.28 设 G' 是 连通 图 0 的 子 图 ,YG') CF(0), 则 有 
e EE ECOMNECO'), 
* 的 一 个 端点 在 @' 而 另 一 个 端点 不 在 C， 
1. 29 连通 图 的 任意 二 条 最 长 的 路 必 相 交 ， 
1.30 设 G6 无 环 , 若 Y_ EC)toD 323, 则 必 会 偶 国 . 
1,31 设 6 连 通 , 则 G6 是 图 的 充 要 条件 是 
dw) = 2, 5 E PC). 
1.32 设 上 连通 , 则 上 是 路 的 充 要 条 件 是 如 有 2 个 悬 点 面 其余 顶 点 度 都 等 于 2. 
1.33 ”对 任意 的 正 整数 
ts 夫妇 
作出 简单 图 @ 合 # 一 14 一 而 在 三 站 
1.34 设 C 是 所 边 连通 的 , 则 


~ IPO) | 
PCO |】 之 2 


1.35 设 6 是 简单 图 ,0 < < IFC)1 一 1, 车 
> (2 二 2 


则 GG 是 连通 的 . 
1,36 ”简单 有 向 图 是 强 连 通 的 , 当 且 仪 当 G 有 一 条 包 售 每 个 顶点 的 有 启 闭 通道 . 
1.37 简单 有 向 图 必 有 长 大 于 等 于 
max {06+ ,07 } 


27 


的 有 向 路 ， 
1.38 设 & 是 简单 有 向 图 ， 
max {d+ ,67} = £20, 
则 G 包含 长 大 于 等 于 (十 1} 的 有 了 癌 国 . 
1.39 ”车 有 向 图 G 没 有 有 向 图, 则 
8 二 6 二 0. 

1. 40 ” 设 《 是 有 向 图 , 则 G6 没有 有 阿 团 的 充 妈 条 件 是 对 6 的 每 个 压 式 + 可 纵 以 标号 

iw) ;使 
ua} < tb Gad) EE BECO), 

1. 41 设 台 是 竞赛 图 , 则 存在 顶点 >, 从 "可 沿 长 为 1 或 2 的 有 向 路 到 达 其 余 每 个 顶 
点 ， 

1.42” 设 6 是 竞赛 图 ,|F(C)1 交 3, 则 C 有 生成 有 向 圈 或 只 改变 一 条 过 的 方向 就 得 到 
生成 有 向 轿 . 

1.43 ” 设 8 是 强 连通 的 Gm) 竞赛 图 ,之 9, 则 每 个 顶点 都 在 一 个 有 了 同上 图 上 (3 去 
SN 

1. 44 ”竞赛 图 是 强 连 通 的 , 当 且 仅 当 有 生成 有 向 圈 . 

1.45 ” 设 06 是 竞 曾 图 ,车 久 关 5CPVG) 且 的 遇 过 集 N* 065) 一 铅 , 则 称 点 为 铂 立 
集 . 证 明 C 有 生成 有 向 贺 的 充 要 条 件 是 C 没有 王立 集 . 

1.46 设 6 是 有 疝 图 , 强 连 通 支 是 GCC 作 有 向 图 如 ,顶点 由 oo 对 应 w 个 强 
连通 支 , 且 Cy) E BCG*) 当 且 仅 当 上 中 有 过 从 FCGJD 到 下 GD , 则 称 G* 为 6 的 凝聚 图 
证 明 有 向 图 的 凝 训 图 没有 有 向 圈 . 

1.47 设 6" 是 竞赛 图 0 的 泌 紊 图 ,|FCG" | == 而 则 6G* 的 顶点 可 如 下 排列 ， 

pt ss 
使 得 对 每 个 i 二 i 和 CG” 中 站 为 ovr 的 所 有 的 边 , 其 尼 都 在 fw? ,27 … a1} 中 . 
i,48 设 瑟 是 Gm) 图 6 的 邻接 矩阵 ,7 是 单位 矩阵 , 则 如 连通 的 充 些 条 件 是 
H+ 10. 
1.49 设 tavm) 图 8 无 环 ,4 是 关联 答 阵 , 则 
| 以 mm, 为 端点 的 边 数 ,i 关 jj， 
ds) 一 
1.50 惩 阵 4 是 一 个 无 环 连通 图 的 关联 矩阵 . 当 且 仆 当 4 是 0-1 和 矩阵 , 且 4 的 每 列 恰 


【447 7) 一 


1.51 设 4 是 简单 图 ,证 明 4(G) 一 4000) 

1.52 构造 一 个 非 平凡 简单 图 ,其 自 同 构 群 仅 售 单位 变换 ， 

1.53 ” 设 6 是 简单 图 , 蔡 6 盟 外, 则 称 G 为 自 补 图 . 证 明 对 (xm) 自 补 图 满足 
nS or 1 imod 4). 

1.54 找 出 4 个 顶点 的 自 补 图 ， 

1. 55 ” 设 8 荐 简单 图 ,邻接 矩阵 的 特征 值 各 异 , 证 明 4(0) 是 Abel 群 . 

设 吾 旦 Gs 则 6 与 G4 的 邻接 答 阵 的 特征 多 项 式 相 同 . 


一 
+ 

[a 
[se 
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1.57 证 明 图 1,27(e) 与 @) 的 两 个 图 是 同 构 的 ， 


{a) {hb} 
图 1.27 
1.58 图 1.28 的 4 对 图 是 将 同 构 , 为 什么 ? 
站 
AAA < 二 
机 八 pa 
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第 二 章 。 树 及 其 应 用 


$2.1 树 


定义 2. 1 无 圈 连 通 图 称 为 树 , 树 中 最 长 路 的 长 称 为 树 的 高 . 树 的 度 为 1 的 顶点 称 为 
树叶 ,其 余 的 顶点 称 为 分 枝 点 . 树 的 边 称 为 树枝 . 

无 图 图 称 为 森林 . 

由 定义 ,森林 即 每 个 连通 支 都 是 树 的 图 . 树 的 树叶 就 是 暴 点 . 

例 2.1 具有 4 个 顶点 的 树 的 非 标定 图 只 有 两 个 ,如 图 2. 1 


一 一 一 ”一 一 


图 2.1 4 全 顶点 的 树 

定理 2. 1 设 于 是 非 平凡 Gun) 图 ,下列 命 题 等 价 : 

《]) 了 是 树 ; {2) 全 无 圈 且 二 xn 一 1， 

(3) 了 连通 且 w 二 一 1 《4) 工 无几, 任 吉 一 边 有 唯一 图 ; 

《5) 了 连通 , 侍 删 一 边 不 再 连通 : 《6) 了 的 任 二 顶点 怡 有 一 条 路 连通 - 

证 (一 (2 当 = 一 27= 有 ,结论 自然 成 立 , 设 * 32 区 之 人 结论 成 立 . 今 设 
一 大 十 1. 国 了 连通 且 无 凯 , 由 定理 1.8.7 必 有 早点 , 设 为 加, 则 了 一 癌 是 一 ]m 一 1 
图 且 是 树 , 由 归纳 假设 ,加 一 1 一 人 一 熙 一 区 即 瑟 一 2 一 1 

(2) (3) 设 了 有 吕 个 连通 支 :7 ,7 因为 了 无 圈 , 故 每 个 了 都 是 树 . 设 了 是 
(ua 图 ,由 

Wh 二 


于 是 
请 一 Dm = Dm— 1)= Dw=n ow, 
由 条 件 严 一 zx 一 1 得 wo=]1, 故 了 连通 


(3) 之 (4 当 # = 2, 了 二 ,结论 自然 成 立 . 设 4 这 刀 实 2) 结论 成 立 . 今 设 
一 大 十 1. 著 5 2, 则 


2 一 SV ac) 2 2 
4 一 1 


此 与 wm 二 #1 牙 盾 .再 由 连通 性 ,2 必 有 且 点 , 设 为 w, 则 了 一 w 古 (x 一 1,m 一 |) 图 且 
满足 (3). 由 归纳 急 设 ,7 一 办 无 围 而 任 加 一 边 有 唯一 图 ,因为 由 是 惹 点 所 以 wm 不 在 任何 圈 
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上 上 , 故 卫 无 圈 , 在 卫 任 加 一 边 人 2) 有 2 种 捕 形 ， 

1) wv EFOT 0), 此 时 Cz,5) 为 加 在 7 一 w 的 边 ; 故 T 了 十 (wv) 有 唯一 圈 ， 

2) 4EVCT ww) ,v== tw. 不 妨 设 里边 是 Gm,w60), 因为 ww 在 了 一 ‰ 连 道 , 故 加 边 (u,v0) 
得 了 十 (x;v) 的 唯一 圈 ， 

{4) 过 (5) ”车 7 不 连通 则 存在 u,v 人 VC(T) 不 连通 ,于 是 加 边 (4,5) 后 没有 圈 , 了 矛盾 ， 
故 了 连通 , 著 存 在 e € BCG) 使 ?一 连通 则 了 仿 图 ,天 慎 , 故 了 任 删 一 连 不 再 连通 ， 

(5) 过 (6) 者 项 点 上 zy 间 有 两 条 路 连通 则 必 会 图 , 删 去 圈 上 的 边 仍 连通 ,天 慎 ， 

(6) 一 (1) 由 条 件 (6),7 连 通 且 无 国 , 故 了 是 树 . 诗 此 定理 得 证 

推论 2.2 非 平凡 树 至 少 有 二 片 树 叶 . 

证 ” 设 P 非 平凡 树 ,t+ 是 树 高 . 不 妨 设 路 PP 的 长 为 因为 P 是 最 长 路 , 故 P 的 起 点 4 与 
终点 5 都 不 能 与 PF 外 的 顶点 相 邻 . 因为 了 无 圈 , 故 也 不 能 有 边 e E BCT)NB(P) 使 4 或 5 与 
了 的 顶点 相 邻 . 所 以 da) = dv) 一 1 证 毕 . 

车 图 4 的 生成 子 图 7 了 是 树 , 则 称 了 为 生成 树 . 

定理 2.3 图 连通 当 且 仅 当 和 有 生成 树 ， 

证 ” 树 是 连通 的 , 故 充 分 性 得 证 . 今 证 必要 性 . 设 6 连 通 , 则 有 两 种 情形 ， 

《1) 和 枉 删 8 的 一 条 边 不 再 连通 ， 

(2) 删 去 6 的 某 条 边 仍 连 道 . 

在 情形 (1), 由 定理 2. 1,6 是 树 , 在 情形 (2) ,得 5 的 连通 生成 子 图 名. 

以 书 代 2 继续 上 述 过 程 , 由 于 边 数 育 限 , 故 在 有 限 步 之 后 必然 出 现 情形 (1 , 即 得 如 的 

生成 树 ， 证 毕 ， 


$ 2.2 ”分离 点 和 桥 


定义 2.2 设 mEFo), 若 BO) 有 一 个 分 解 品 , 杞 人 恒 
VoLE, DD MFCOLB DD) = ws | (2. 1) 
则 称 w 是 6 的 一 个 分 离 点 . 
例 2.2 对 无 环 图 ,至 少 有 3 个 顶点 的 连通 图 才 有 分 离 点 ,加 图 2. 2(e) 一 (e). 对 有 环 
图 ,| 个 顶点 的 图 也 可 能 有 分 离 点 ,如 图 2. 3(d) 一 (1). 


o oo 八 9 Qo 


{a) Cb) (ey {d) (te) {Ff) 


图 2.2 图 的 分 离 点 (用 实心 点 表示 ) 
定理 2.4 设 @ 无 环 , 则 m E VCC) 是 分 离 点 的 充 要 条 件 是 
oO Oo vw) Fw) 二 1. (2. 2) 
证 ”必要 性 四 是 分 交点 ,不 妨 设 (mb 后首 (oo E 总 车 弃 在 mm -加 路 不 售 o， 
则 mm 在 圈 上 ,此 与 式 (2, 1) 矛盾 . 因此 -v2 路 必 合 ww, 故 与 加 在 6 一 的 不 同 连 通 支 中 ， 
即 式 (2. 2) 成 立 ， 
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充分 性 ” 设 m 在 3 的 连通 支吾 中 ,并 设 
H—w= H+ Ht…+ Hr 2), 
令 
B= ECHD) Cso EE ECHYIn E FEOH)), 

划 电 与 加 会 BCG)MNBI 为 满足 式 (2.1) 的 一 个 分 解 . 证 毕 - 

从 定理 2 41 对 泡 环 图 ,分 离 点 就 是 只 有 一 个 元 素 的 顶点 割 . 

定理 2,5 设 0 和 连通 无 环 图 ,mw E FCc) ,下 列 命 古 等 价 ， 

(1) mw 是 分 商 点 ; 

(2) 0G 一 mw 不 连通 ; 

(3) 存在 VOIN\{so} 的 一 个 分 解 和 ,Pa 对 任意 则 和 Fi 和 4 E 天 加 在 等 一 条 如 路上; 

{4) 存在 蜡 于 vw 的 顶点 刀 与 ,ww 在 等 一 条 zx 路 上. 

证 (1) 与 (2) 的 等 价 性 由 定理 2.4. 

(1) 沪 (3) ”因为 6 无 环 ,故人 全 6[8] 一 w 与 6 全 0[ Bi] 一 mw 都 不 是 空 图 .于 是 
使 FCG) 与 全 PF (Gs) 为 所 求 ， 

(3) => (4) ”因为 (4) 是 (3) 的 特例 . 

(4) 过 (1) 因为 tw 在 每 一 条 wet 路上; 故 w 与 ?在 8 一 w 不 连通 ,由 定理 2.4,v 是 

推论 2.6 设 了 是 树 , 则 * E€ VT) 是 分 离 点 的 充 朗 条件 是 ,vr 不 是 树叶 . 

证 ”必要 性 ”分离 点 的 度 大 于 等 于 2, 故 不 是 树叶 ， 

充分 性 “” 设 "与 不 同 顶点 ax 相 邻 ,因为 了 是 树 , 所 以 了 = ao 是 唯一 的 四 路 上 且 过 
v. 由 定理 2. 5(4) ,wv 是 分 离 点 ， 证 毕 . 

定义 23 设 eEB0), 若 of 一 提 一 oO) 十 1, 则 称 e 是 图 4 的 桥 ， 

例 2.3 由 定义 , 刁 就 是 只 有 一 个 元 素 的 余 圈 .一般 说 ,一 个 图 可 能 有 分 离 点 而 无 恬 ， 
如 图 23(e); 可 能 有 桥 而 无 分 离 点 ,如 已 ); 也 可 能 既 有 匆 又 有 分 离 点 ,如 (e+ 也 可 能 都 设 
有 ,如 (da)， 


(4) (tb) (ce) itd) 
图 2.3 图 的 分 离 点 (用 实心 点 表示 ) 和 和 桥 ( 用 粗 线 表 示 ，》 

定理 27 设 6 连 通 ,eE BEC0) ,下列 备 条 等 价 ， 

《lj e 是 桥 ; 

(2) G 的 每 个 生成 树 含 e， 

《3) 。 不 在 任何 圈 上 ; 

(4) 存在 FCG) 的 一 个 分 解 所 7, 对 任意 上 E FE Pie 在 每 条 汪 路上; 

{5) 存在 wv 亡 WG),e 在 每 条 su-v 路 上 . 

证 (DD) 过 (2) 著 各 有 生成 树 工 不 舍 e, 则 了 -十 e 合 圈 , 故 6 一 连通, 矛盾 . 
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(2) 过 (3)” 设 了 是 生成 树 , 则 e € BC(7), 若 。 在 某 个 图 上 , 则 有 团 C 使 {e'} = 
BCO)MECTY, 由 习题 2.9,7' 会 (T 一 2) 十 e' 是 生成 树 , 但 T' 不 含 e, 矛 盾 ， 
(3) 过 (4) 设 E = 二 (7 四 ;并 今 
六 一 位 区 PFC) 存在 rz 路 不 全 ee)， 
Vi 二 {v 所 VFV(O)| 存在 #-y 路 不 会 6}， 
因为 C 不 在 和 伍 何 图 上 ,新 以 了 与 Vi 为 所 求 分 解 ， 
(4) 过 (5) 因为 65) 是 (C4) 的 特例 ， 
(5) 地 《1) 因为 e 在 每 条 sr 路 上 ,所 以 4 与 在 CG 一 8 不 连通 , 故 e 是 桥 .定理 证 毕 . 
下 面 的 推论 是 定理 的 直接 结果 ， 
推论 2.8 设 G 连 通 ,下 列 命题 等 价 ; 
(1 是 2 边 连 通 的 ; 
(2) 6 投 有 桥 ; 
(3) G 的 每 条 边 都 在 某 个 圈 上 . 
推论 29 了 是 树 , 当 且 仅 当 了 的 每 条 边 都 是 括 . 


3$2.3 块 


定义 2. 4 ”有 分 离 忆 的 网 称 为 可 分 图 ,否则 称 为 不 可 分 图 .图 的 极 大 连通 不 可 分 子 
图 称 为 6 的 块 ,并 用 ot0) 或 o 表示 GG 的 块 数 . 

由 定义 , 环 , 平 凡 图 ,两 个 顶点 的 无 环 连 通 图 剖 是 块 , 至 少 有 三 个 顶点 的 块 是 2 连通 
的 , 一 个 连通 国 著 没有 分 离 点 , 则 自身 就 是 一 个 块 , 苦口 有 分 离 点 ，, 则 由 式 (2 1),G 是 由 
GLE1] 与 GLB] 在 v* 粘 接 ” 而 成 .继续 考查 CG[B,] 与 6[5], 由 此 可 分 解 G 为 v 个 块 ,而 G 
正 是 这 ov 个 块 在 分 离 点 " 烙 接 ”成 的 ， 

例 2.4 如 图 2 4. 图 上 分 解 为 七 个 块 ,或 者 说 这 七 个 块 在 分 离 点 * 粘 接 ” 成. 


图 2.4 (0 图 15 分解 为 上 上 个 氛 
定理 2.10 设 C 连 通 ,|Fccy| 莹 3, 下列 命 题 等 价 ， 
(1) 6 是 块 ; 

(2) 6 的 任 二 顶点 在 茶 个 图 上 ; 

(3) 8 的 任 一 顶点 和 任 一 边 在 某 个 较 上 ; 

(4) 46 的 任 二 边 在 茶 个 圈 上 ; 

(5) 6 的 任 二 边 在 茶 个 余 圈 上 ; 

(6) 的 任 二 顶点 4 与 v, 任 一 边 e, 有 ws 路 合 。， 
(7 如 的 任 三 顶 点 4v 与 w, 有 wv 中 合 呈 ; 


(a} 
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(8) 0 的 任 三 顶 点 u,v 与 如 有? 路 不 售 思 
证 (1) => (2) 和 任 取 顶 点 # 关 5, 令 
区 二 {rf 亡 FC0}|z 在 某 个 售 x 的 圈 上 ,县 z 关 

因为 |FC0}| 瘀 3 且 C 没 有 分 离 点 ,由 习题 
2.8,0 没有 桥 . 设 z 与 x 相 邻 ,由 罕 理 2.7， 
边 (x1w) 在 某 个 园 上 , 故 x € 和 即 得 
区 天 他. 为 证 (2), 只 需 证 2 € XX, 不然, 今 
轴 所 外 且 使 zw15) 最 小 , 设 P 是 最 短 w# 
路 , 因为 如 所 和, 故 允 与 在 基 个 圈 上 , 设 此 
圈 为 C. 因为 不 是 分 离 点 ,由 定理 2.5, 有 
4u-5 踏 日 不 过 如. 从 # 沿 日 旅行 ,最 后 离开 人 
的 顶点 是 y; 继 续 沿 日 散 行 ,首先 到 达 P 的 


顶点 是 *, 如 图 2.5 所 示 . 于是， 
忆 的 地 上 段 十 号 的 天 段 十 已 的 地 zx 段 
是 含 * 与 = 的 图 ,在 图 2.5 中 用 粗 线 慰 出 ,由 文 的 定义 ,z EE 区 ,因为 < 在 最 短 wv 路 PP 上 ， 
故 
这 (< dw b), 
此 与 嘎 的 选 法 矛盾 . 故 得 证 ， 

(2) 字 (3) 任 取 ETFIG)e = (oa) E (0), 由 (2), 可 设 轩 CC 含 4 与 若 wwE€ 
FCO ;, 则 CC 的 wa-v 段 加 上 边 (2,2e) 就 是 合 4 与 6 的 图. 和 车 如 看 VCO), 出 2) ,4 与 ww 在 某 个 
园 上 , 故 在 此 圈 上 有 ww 踏 P 不 含 b. 从 4 沿 旅 行 ,最 后 离开 2 的 顶点 是 六 则 

0 的 zw-y 眉 十 PP 的 yw 段 十 e 
是 含 x 与 e 的 转 ， 

(3) 之 (4 任 取 o 一 (over 一 (abz) 和 BO) ,由 (3) 可 设 园 和 含 站 与 ea 车 
Ww 全 POO) ,出 C 的 -es 段 加 上 边 吕 就 是 舍 ei 与 6 的 较 . 若 由 入 FCC) 由 (3 与 e 在 
某 个 图 上 , 故 在 此 图 上 有 #2-u 路 不 含 吕 .从 如 沿 了 旅行 ,最 后 离开 C 的 顶点 是 y, 则 

CC 的 we-y 段 十 P 的 yuw 段 十 
是 含 “与 6 的 图 ， 
(4) 之 (5) 设 人 ,2 的 EB8(G) ,由 (4), 存 在 合 此 两 条 边 的 图 5, 不 妨 设 为 
CO = uu pi, 
令 8= fa 则 上 LS 连通 , 设 
它 一 六 一 上 十 多 十 二 和 用 芝 ]， 
因为 wy 所 3 且 连 通 ,不 妨 设 wy E PFC 则 [FF 是 含 边 Corp) 与 Ge 的 余 圈 . 

(5) 之 (6) 忌 的 任 二 顶点 各 关联 一 条 边 , 由 15) 此 二 边 在 一 个 余 圈 上 , 由 推论 1. 12 
可 知 此 二 边 在 一 个 园 上 ,于 是 我 们 得 到 《2) ,从 而 也 得 到 (3). 今 任 取 顶 点 4 与 v, 边 e, 则 有 
团 C 含 # 与 e, 有 团 C; 舍 vb 与 e. 若 EFCD) 或 vEEVO0; 则 4,8 与 < 在 同一 圈 上 , 故 有 
ub 路 会 e. 今 设 # 芒 FCC2) 且 5b 太 VCOD), 从 w 浴 旅行 ,首先 到 达 约 的 顶点 是 如 ;再 从 ww 沿 
C0; 或 CO! 旅行 ,经 se 到达 +»; 由 此 即 得 wv 足 合 e. 
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(6) (7) ”和 任 三 顶点 urv 与 w, 设 e 是 关联 于 w 的 边 ,由 (6), 有 wv 路 含 e, 从 而 也 会 
to, 
(7) 二 (8) 和 任 三 硕 点 u,v 与 ww 由 (7), 有 ww 路 P 含 旬 于 是 .P 的 uv 段 为 所 求 ， 
(8) 过 (]) 设 v EV), 骨 尾 取 顶点 ww 与 # ,由 (8), 有 ww4 吕 不 含 +. 表 由 定理 2.5， 
z 不 是 分 离 点 . 所以 6 是 一 个 块 , 定理 得 证 . 
设 6 是 一 个 图 ,把 6 的 每 个 块 作为 一 个 预 点 ,相应 顶点 集 设 为 熙 把 的 每 个 分 离 点 作 
为 一 个 预 点 ,相应 顶点 集 为 Y,x 下 与 y EY 相 邻 ,如 果 块 x 合 分 离 点 ;由 此 所 得 到 的 图 
称 为 图 6 的 块 - 分 离 点 图 , 记 为 (6), 
例 2.5 图 2.4(9) 的 图 G 有 3 个 分 离 点 
(在 这 里 用 ”*” 表示 ); 有 7 个 块 ( 在 这 里 用 *。" 
表示 ) ,其 块 - 分 离 点 图 如 图 2. 6. 
定理 2.11 设 6 连 通 , 则 .6 的 块 -分离 点 
图 是 树 ， | 
证 ”由 于 连通 图 6 是 由 6 的 块 在 分 离 点 
图 2.6 图 2.4(e) 的 块 -分 离 点 图 “ 精 接 ”而 成 ,所 以 , 块 - 分 离 点 图 56) 是 连通 
的 . 若 MG) 有 园 , 由 定理 1.10, 必 为 偶 因 ,因此 ， 
辆 上 相应 于 块 的 牟 点 至 少 有 两 个 . 此 固 在 如 中 对 应 的 子 图 是 连通 的 且 没 有 分 离 点 ;由 据 的 
极 大 性 , 它 的 真子 图 不 会 是 块 ,此 与 至 少 含 两 个 块 矛 盾 ， ”证 毕 ， 
由 于 连通 图 的 块 - 分 离 点 图 是 树 , 故 又 称 块 : 分 离 点 树 . 
推论 2.12 以 ocw) 表 6 的 仿 顶 点 。 的 块 数 , 则 
os=w+ 2》) (ep — 1). (2. 3) 


rE Fi 


证 只 需 证 当 6 连 通 即 == ] 时 式 (2. 3) 成 立 . 若 。b 不 是 分 离 点 , 则 otv) = 1, 不 妨 设 
2 是 分 离 点 , 则 六 CO) 的 顶点 数 二 a 十 7, 边 数 = > ca) 因为 5G) 是 树 ,所 以 
+=1 


Sas) 一 十 小 ”一 外 
从 而 式 (2. 3) 在 中 = ] 时 成 立 。 证 毕 . 
$2.4 ”基本 图 和 基本 余 圈 


定义 2.5 设 5 连 通 图 ,T 生成 树 , 则 
PAEG ~ BO), 
称 为 佘 树 , 余 树 的 边 称 为 连 枝 或 该 
定 头 2.6 设 4 连 通 图 ,了 生成 树 ,由 定理 2.1,7 加 上 任 一 连 枝 有 唯一 轩 , 称 为 基本 
图 ， 
定理 2.13 设 6 是 Gem) 连通 图 ; 则 56 怡 有 (tm 一 x 十 1) 个 基本 圈 . 
证 设 ? 是 8 的 生成 树 ,; 则 了 有 (一 1) 条 树枝 , 故 余 树 了 了 有 (tm 一 上 十 1) 条 连 枝 . 由 
定理 2. 1 ,每 条 连 枝 决定 一 个 不 同 的 基本 圈 , 故 恰 有 (Gm 一 «十 1) 个 基本 圈 ， ”证 些 ， 
从 定理 2 13 直 楼 导出 下 列 推论 ， 
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推论 2.14 设 8 是 Gm) 图 , 则 868 恰 有 Ga 一 十 ww) 个 基本 轿 . 
例 2.6 给 定 (6,8) 图 如 图 2.7(o), 生 成 树 T 有 5 条 树枝 , 余 树 了 有 3 条 连 枝 , 则 图 & 
有 3 个 基本 简 ， 


~ 


{ 


4< 


图 27 CD 国 8 00 生成 树 T (to) 余 树 玫 (CD) 一 (用 3 个 林 本 圈 ( 用 视线 表示 ) 

定理 2.15 设 7 是 连通 图 6 的 生成 树 , 则 

(1) 余 树 了 不 含 余 轿 ， 

(2) 至 十 e 含 唯一 余 圈 ,e € EC(T). 

证 (1) 设 F 是 余 轿 则 G 一 不 连通 , 故 @ 一 了 不 包含 生成 树 ?， 因 而 了 不 含 在 了 中 ， 

《2) 设 了 一 的 两 个 连通 支 是 和 Ta 设 呈 一 FT) 则 

让 全 VS 一 PC72)， 

因为 7 是 6[5j] 的 生成 子 图 , 故 G[5] 连 通 , 同 理 G[5j] 连 通 . 所 以 [S$,5] 是 余 圈 并 且 包 含 在 
了 十 e 中 , 为 证 明 唯 一 性 只 需 证 明 包 含 在 了 十。 中 的 任 一 余 轿 都 满足 


[S$,5] EFF. 
假设 有 *eo E [8S,3]ee 千 下; 则 ew EE RCT), 故 (T 一 e) 十 es 是 生成 树 ,因为 SG 十 6, 所 以 
下 一 EC 一 下 


于 是 
《一 6 十 6 已 一 下， 

故 0 一 了 连通 ,此 与 F 有 是 余 圈 相 忒 盾 、 证 毕 . 

定义 2.7 设 0 连 通 图 ,了 是 生成 树 T 的 余 科 ,由 定理 2.15,7 加 上 任 一 树枝 有 唯一 余 
圈 , 称 为 世 本 余 圈 . 

定理 2.16 设 6 是 G4,m) 连通 图 , 则 6 从 有 一 1) 个 基本 余 圈 . 

证 因为 6 的 生成 树 有 tx 一 1) 条 树枝 ,每 条 树枝 决定 一 个 不 同 的 基本 余 圈 , 故 得 证 . 

由 定理 2. 16 直接 得 到 于 面 的 推论 . 

推论 2. 17 Gm) 图 恰 有 (一 ww) 个 基本 余 国 . 
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例 2.7 图 C0, 生成 树 及 余 树 如 图 2.7ta) 一 (ce) ,其 基本 余 国 有 5 个 ,如 图 2.8 所 示 ， 


(a) {by 


(0) (4) {¢) 


图 2.8 图 2.7(ta) 的 基本 余 圈 (用 粗 线 表 示 ) 
$ 2.5 ”有 向 树 ， 


定义 2.8'' 设 避 是 有 半 图 , 著 6 的 基础 图 是 树 , 则 称 6 是 有 向 树 , 也 笠 称 为 树 . 

设 7 是 有 向 树 . 若 存 在 顶点 ww 可 达 其 余 每 个 顶点 , 则 称 7 为 外 向 树 ,w 为 始 根 . 若 存 在 
顶点 w, 其 余 每 个 顶点 都 可 达 加 , 则 称 了 为 内 向 禁 ,om 为 终 根 . 

外 向 树 委 内 向 树 统称 为 有 根 树 . 始 根 条 终 根 统称 为 根 . 

例 2.8 如 图 3.9,(Ca) 是 树 ,(8) 是 外 向 树 , Ce) 是 内 向 树 , @) 与 (e) 都 是 有 根 树 . 


ta) (b) - ‘5) 
i 了 2.9 ” 树 和 有 根 树 

外 向 桂 正 像 自然 界 中 的 一 措 不 断 生 长 阁 的 村 它 可 志 示 一 个 查 织 系统 的 组 织 结构 图 ， 
恕 军事 组 织 系 统 , 工 会 组 织 条 统 ,行政 组 织 系 统 ， 家 族 系统 等 让 向 树 也 常 称 家 族 树 - 在 家 
族 树 中 ， 

(1) 若 有 边 人 ap , 则 称 是 * 的 子 预 点 ,= 是 的 父 项 点 # 

(2) 车 由 刀 都 是 的 子 顶 战 , 则 称 ， 与 w 是 兄弟 顶点 ; 

《3) 若 : 天 zw 可 达 z, 则 称 上 是 z 的 前 代 顶 点 ,rz 是 4 的 后 代 顶 点 ， 

站 站 鱼 如 同 细 川 入 江 的 河 系 图 , 它 可 表 杀 淘汰 赛 的 比赛 图 ,树叶 表示 参赛 者 ,分 梳 点 
表示 比赛 获胜 者 , 根 表 示 乾 得 冠军 者 . 
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外 向 树 与 内 向 树 具 有 互 遵 性 质 , 关 于 外 癌 树 的 命题 窜 易 移植 到 内 向 树 中 ， 因此 下 面 仅 
对 外 向 树 作 进一步 讨论 . 
定义 2.9 称 有 阿 图 8 是 拟 强 连通 的 ,如 果 对 任 二 顶点 wz 都 有 顶点 到 ,使 六 可 达 * 与 
从 室 义 直接 导出 强 连通 是 拟 强 连通 的 , 拟 强 连通 是 连通 的 . 
定理 2.18 设 了 是 非 平 凡 有 问 图 ,下 列 命题 等 价 ， 
(]) 了 是 外 向 树 ; 
{2) 存在 wo EE VtT), 对 每 个 顶点 + 关 ww 有 唯一 的 m-" 有 向 路 ; 
(3) 了 拟 强 连通 , 任 删 一 边 不 表 拟 强 连通 ; 
(4) 了 拟 强 连通 ,组 在 在 s。 € VCT) 使 . 
| da fv) OO—= OT (w=1 YY vw (C2, 4) 
(5) 了 没有 圈 且 满足 式 (2, 4); 
(6) 了 连通 二 满足 式 (2. 4)，; 
(7) 工 拟 强 连通 且 没 有 圈 ， 
(8) ? 拟 强 连通 ,18C7)| = IPT)| 一 1. 
证 0) 六 (2) ”外 向 树 的 根 洲 足 (2). 
(2) 过 (3) 由 (2),T 是 拟 强 连通 的 . 若 删 去 边 e = tu,») 仍 是 氢 强 连通 的 , 则 存在 顶 
点 za 在 了 一 e 中 有 xz 有 疝 路 ,也 有 re 有 向 路 ,于 是 在 ?中 有 2 条 迪 > 有 向 路 ,与 (2) 中 
唯一 性 要 矛盾 ， | 
{3) 入 (4) ”由 习题 2.21, 存 在 顶点 由 可 达 其 余 每 个 顶点 , 故 
人 《2 lb Wo: 
车 存在 v 关 wd C9) 1 则 # 至 少 有 两 葡 入 边 , 删 夫 其 中 一 条 边 ,w 仍 可 达 其 余 每 个 顶点 ， 
即 仍 是 拟 强 连通 的 ,与 (3) 节 盾 , 故 式 (2. 4) 对 vb 关 w 得 证 . 如 果 sz。 有 入 边 , 则 删 去 该 入 边 
后, 仍 可 东 其 涂 每 个 预 点 , 即 了 仍 是 拟 齐 连通 的 ,与 (3) 矛盾 . 故 式 (2. 4) 对 am 也 得 证 ， 
(4) = (5) 由 武 (2. 4) ,有 - : 
iB(T)| = 2 2 (= 1 一 上 | (2. 5) 


Er J 
又 了 是 连通 的 , 散 无 圈 ， 
(5) > (6)， 由 式 (2.4) 导出 式 (2. 5)， 又 了 无 转 , 故 了 是 连通 的 . 
(6) => (7) 由 式 (2. 4) 导出 式 (3.5), 双 了 了 连通, 故 了 无 国 . 今 从 任 一 顶点 > 天 加 出 发 
沿边 的 相反 方向 旅行 ,因为 必 (w) 二 1, 故 这 拌 的 旅行 是 礁 一 确定 的 . 又 因 了 无 圈 故 旅行 中 
每 个 顶点 恰好 经 过 一 次 ,向 于 顶点 数 有 限 ,旅行 必 终 止 在 没有 入 边 航 wn. 换言之 ,每 个 顶点 


都 从 wo 可 达 , 由 习题 2.21,7 是 拟 强 连 通 的 ， 


(7 之 48) 因为 了 连通 且 光 图, 故 了 是 树 , 于 是 (8) 得 证 ， 
(8) 之 (1) ”因为 了 连通 年 |2(7)| = |VCT)1 一 1, 故 ?是 树 . 又 由 习题 2. 21, 存 在 mm 
可 这 其 余 每 个 也 点 , 故 了 是 外 向 树 - 
定义 2.10 设 了 是 外 向 树 ,w 是 树 很 .对 了 的 任 一 顶点 v,v0-s 有 向 路 的 长 称 为 顶点 4 
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的 层 数 , 特别 地 , 树 根 v6 在 办 层 , 如 果 外 向 树 的 每 一 层 的 顶点 都 规定 了 次 序 , 则 称 为 有 序 
树 . 

设 T 了 是 有 序 树 , 如 果 把 了 的 顶点 分 展 画 出 来 , 零 层 在 最 上 面 ,然后 按 层 数 由 小 到 太 依 
次 从 上 画 到 下 , 同 层 顶点 画 在 同一 水 平 线 上 ,并 且 同 层 顶点 的 次 序 依 从 左 到 右 排列 . 这 样 
画 出 的 有 序 树 可 以 省 去 有 向 边 的 箭头 而 不 会 发 生 误 解 . 

例 2.9 如 图 2 10(o) 的 有 序 树 共 有 4 层 , 取 消 箭头 之 后 可 夯 为 人 5)， 


To 


四 


(a) 
图 2.10 存 序 树 的 表示 
定义 2.11 设 T 了 是 外 向 树 ,v E VCT), 今 
= {4 EVDD) | 一 7 或 u 是 4 的 后 代 顶 点 }， 

风 由 5 导 出 的 子 图 是 以 5 为 根 的 外 问 树 , 称 为 了 的 以 2 为 祖 的 子 树 . 

定义 2.12 设 T 是 外 向 树 .车 7 的 每 个 分 枝 点 至 多 有 nw 个 子 顶 点 , 则 称 了 为 元 树 ; 
若 每 个 分 枝 点 恰 有 m 个 子 顶 点 , 则 称 为 m 元 正则 树 . 

车 % 泥 正则 树 的 所 有 树叶 的 层 数 相同 , 则 称 为 m 元 完全 正则 树 . 

例 2.10 在 图 2.11 中 分 别 画 出 3 元 树 ,3 元 正则 树 和 3 元 完全 正则 树 . 


分 “个 人 入 


(a} 
图 2.11 (ta} 3 元 村 ti) 3 元 正则 树 ”te 3 元 完全 正则 树 


定理 2.19 设 T 是 2 元 正则 树 ,r 为 分 枝 点 数 ,1 为 各 分 枝 点 层 数 之 相 , 工 为 各 树叶 层 
数 之 和 , 则 
工 =1 十 27, C2.6) 
证 ”对 分 较 点 数 7 归纳 证 明 .> 一 上 [时 .了 一 0 民 一 2, 故 式 (2.6) 成 立 , 设 7 一 人 时 式 
(2. 6) 成 立 . 今 设 ? 一 二 十 1 若 树 高 为 则 有 树叶 vi 其 亡 数 是 如 因为 了 是 2 元 正则 树 ,所 
以 有 兄弟 媚 ,wj 也 是 4 层 的 . 设 +b 与 的 父 顶 点 是 思 , 则 
天 全 了 一 人 foo) 
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是 2 元 正则 树 而 w 是 树 TY’ 的 树叶 ,并 且 T' 的 分 枝 点 数 是 Cr 一 1) ,各 分 校 点 廊 数 之 和 是 
(T 一 (4 一 1)), 各 树叶 层 数 之 和 是 工 一 各 十 伟 一 1) 二 匡 一 和 一 1; 由 归纳 假设 ， 

五 一 4 一 1 一 了 一 必 一 人 十 2 一 1)， 
从 而 式 (2. 6) 成 立 ， 证 毕 . 


32.6 ”应 用 一 一 最 短路 问题 之 一 


定义 2.13 车 图 6 的 每 一 条 边 e 都 对 应 一 个 实数 wCe) , 则 称 wte) 为 边 z 的 权 , 并 称 图 
4 为 骨 权 图 .图 0 的 子 图 五 的 权 记 为 wCH) ,定义 为 
wiH) 全 > {wleyle € BH)). C2, 7) 
在 实际 问题 中 , 权 wle) 可 表示 距离 ,时 间 , 容 量 , 费 用 ,利润 ,成 本 ,效益 ,亏损 等 等 ， 
例 2,.11 如 图 2.12, ta) 是 赋 权 有 向 图 , (86) 是 典 权 无 向 国 . 


图 2.12 赋 权 图 

设 6 是 赋 权 图 且 wle) 守 0,e € 8(O). 车 P 是 wv 踏 , 则 牙 P 的 权 wlP) 称 为 P 的 长 
长 最 小 的 w-v; 小 称 为 最 短路 . wr 志 最 短路 的 长 称 为 板 点 六 到 当 的 距离 , 记 为 im 如 果 
没有 +t.-v; 通道 , 则 规定 dw,w,) = co. 最 短路 问题 之 一 是 如 何 求 指定 顶点 到 其 你 顶点 的 最 
短路 和 距离 . 

为 方便 , 以 i 表 顶 点 4; 并 设 FCO) 一 10 人 一 1 车 人 门生 EC) 则 wti,)) 表 
边 全 四 的 权 ， 若 全 让 入 BC(0)， 规定 wti,j) = ceo. 设 Pow 表示 vo 最 短路 , 并 记 
tor Po, ), 

最 短路 育 一 个 重要 而 明显 的 性 质 : 最 短路 是 一 条 路 , 且 最 短路 的 任 一 段 也 是 最 短路 . 
假设 在 wo-o, 最 短路 中 只 取 一 条 , 则 对 无 向 图 ,由 定理 2. 1 ,从 mw 到 其 余 顶 点 的 最 短路 将 构 
成 一 棵 树 ; 对 有 向 图 ,由 定理 2 18, 从 vw 到 其 你 顶点 的 最 短路 将 烛 成 一 棵 以 m 为 树 根 的 外 
向 树 . 由 此 得 到 启示 , 求 指定 顶点 wo 到 其 余 顶 点 的 最 短路 ,可 采用 树 生长 的 过 程 . 实现 这 一 
过 程 的 方法 是 E. W. Dijkstra 在 1959 年 提出 来 的 ,一 般 称 为 Dijkstra 算法 . . 

设 已 经 生长 到 树 的 硕 点 集 为 8, 并 设 蕊 二 VCG)MNS. 在 开始 时 ,5 = {0} ,并 给 图 的 顶点 
如 下 标号 ， . 

10) = 0, HD = w(0,), jE 


这 样 的 标号 自然 满足 两 个 条 件 ， 
(i) = dns i E 8. 《2, 8) 
DD = min {HD + wt NE S}, jen, (2.9) 


帮 何 继续 树 生 长 过 程 ?我 们 有 下 面 的 引 理 ， 
引 理 2.20 设 3 为 已 经 生长 到 树 的 顶点 集 , 且 顶点 的 标号 满足 式 (2, 8) 与 (2. 9). 令 
HE) = min {DIiE BS} < co， (2, 10) 
则 芭 和 一 or 且 在 Pw 上 只 有 上 EE 有 ,其余 顶 点 都 在 3 中， 
证 ”由 式 {2.9) 不 妨 设 0) 二 1) 十 如 0 则 让 ) 是 一 条 to- 足 的 长 .二 是 
【ok 《2 11) 
今 从 加 沿 最 得 ww-vi 踏 Pa 旅行 ,首先 到 达 革 的 顶点 是 六 ,并 设 忆 是 Pa 的 ww-vj 上段, 则 由 式 
(2.9) 与 式 (2, 10), 有 


dn > (Pi PL) Bk). (2, 12) 
由 式 (2,11) 与 式 (2. 12) 引 理 得 证 . 
由 引 理 2. 20, 若 将 上 生长 到 有 中 , 则 式 (2.8) 满足 . 为 了 满足 式 (2,9), 对 jE BE 
107) = min {OO EY) + wh, 7)}, 人 3) 
事实 上 ,把 式 (2.9) 代入 式 (2. ]3), 有 
: 7) = min {min {OD 十 如 (六 人生 SH} (Ak) + wath, j)} 
= min {DD + wi iE SU ft}}, - 
至 此 已 解决 了 求 间 到 其 余 预 点 的 距离 的 问题 . 如 何 求 出 最 短路 呢 ? 若 最 短 vo-v, 路 是 
一 
则 称 岂 是 = 的 紧 前 顶点 . 因此 只 要 在 树 生长 过 程 中 记录 生长 到 5 的 顶点 的 紧 前 顶点 , 则 可 
逆向 追踪 求 出 最 短路 . 我们 用 (2)》 = 了 表示 预 点 产 的 紧 前 预 点 是 四 在 开始 时 ,顶点 六 的 紧 
前 顶点 都 是 mw* 即 
iti) 二 0, i 冯 0， 
当 顶 点 # 生 长 到 8 后 ,车 顶点 j 的 标号 不 变 , 则 其 紧 前 顶点 也 不 变 ; 若 顶点 ;由 式 {2. 13) 得 
到 新 标号 
D1) = UF) + wk, )), 
则 改变 顶点 7 了 的 紧 前 顶点 为 顶点 *, 即 令 愉 站 一 让. 
以 上 分 析 得 到 求 最 短路 和 距离 的 算法 . 


算法 2 1 Dijkstra 算法 一 一 求 某 一 顶点 到 其 余 顶 点 的 最 短路 
设 人 5 是 赋 权 图 且 wle) 法 0eE BGY,S 表 生 长 到 树 中 的 顶点 集 ,5 一 P60)\S, 
第 1 涂 令 人 = 110} ,i{0) 一 0， 

HD = wD, HD) = 0, jE 二. 


第 2 步 ” 令 
{Ck) = min {0 | EE DB}, (2. |4) 
若 共 全 一 9, 递 向 追踪 , 停 . 否则 今 
S= HU {tt}. 
第 3 步 ” 若 有 = 他, 道 向 追踪 , 停 . 否则 ,对 每 个 jE 有 车 区 六 > 区 昌 十 wl#, 站 则 令 
{7 = D+ wh)j)s (2. 15) 
i{j) = &, (2.16) 
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转 第 2 步 . 
算法 2. 1 对 无 向 图 机 有 向 图 都 是 适用 的 ， 
例 2.12 对 图 2. 12(a) 的 有 向 图 @, 求 项 点 迪 到 其 余 顶 点 的 最 短路 ,并 画 出 所 得 外 向 
树 . 
算法 2. | 的 计算 过 程 可 用 下 表 表 出 ,家中 打 * 者 表示 按 式 (2. 14) 得 出 的 上 


逆向 追踪 : 5) 一 2, 4(2) = 0， 
#4) = 1 (1) 一 0, 43) = 1, 
于 是 得 以 vw 为 根 的 外 向 树 , 如 图 2.13. 


$ 2.7 应 用 一 一 最 短路 问题 之 二 


最 短路 的 另 一 问题 是 求 任意 两 顶点 间 的 最 短 
图 2.13 纪 避 为 根 的 外 问 树 路 , 设 8 是 峰 权 图 , 权 wle) 是 实数 . 在 这 种 情形 ,可 
能 出 现 有 -sv 通道 而 没有 最 短 ws 路, 即 在 wv 道道 中 包含 了 权 为 负 的 阔 道道 , 称 为 负 回 路 . 


若 有 ww-v 通道 包含 负 回 路 , 则 规定 dtw,v) 一 一 ee. 于 是 在 权 wle) 为 实数 的 情形 ,顶点 4 与 
2 的 距离 可 如 下 定义 ， 
全 coco， 没有 wv 通道 ， 
dus0) = wtP), | PP 是 最 短 ut 路 ， {2, 17) 
| ,5m. 


求 任意 两 项 点 间 的 最 短路 的 算法 是 下 面 要 讨论 的 Floyd 算法 . 
设 6 = (V ,8) 是 赋 权 图 ,wwle) 是 实数 ,|F| 二 4, 并 以 Pi 表 最 短 vv; 路 ,以 电表 4 到 
5 的 距离 , 设 V= 人 pa 
首先 假定 6 没有 人 负 辐 路 ,欲求 任意 两 顶点 间 的 距离 . 为 方便 , 设 
克 人 fj 起 会 Gf]， 丁 全 (G6)， 
天 全 全， 会 GIVE]， 所 一 BE(G), 
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并 用 成 ,三 分 别 表示 在 名 中 顶点 wv; 到 v5; 的 最 短路 和 距离 .在 开始 时 , 令 


d= 0, 

. th Di bi) CDs DY 所 加 。 。 《2. 1]8) 
蝎 一 起 天 力 - 

| 的 ,否则 


我 们 希望 从 此 ! 推出 十 ,从 而 当 E 二 4 时 得 右 == 必 : 事实 上 ,在 集中 的 wt; 通道 有 两 种 情 
形 : . 
(1) 所 有 w-v; 通道 都 不 过 ,这 时 甲 一同 上 
{2) 存在 mr-z 通道 过 ti; 这 时 
丁 一 min fd 本: 十 二 1). 《2.19) 
显然 ,情形 (1) 包含 在 情形 人 27 之 中 , 故 式 (2. 19) 可 作为 从 路 :到 而 的 遂 推 公式 .于 是 ,从 
式 (2, 18) 开始 ,用 式 (2. 19) 递 推 , 当 上 = “时 即 得 
{ xs = (ds) xe 
其 次 ,如何 判断 6 是 否 有 人 负 加 路? 当 G6 没有 人 负 加 路 时 必 有 臣 二 0, 二 0,1,."* 如果 
下 一 下 一 上 一生 1 二 0, 丰 之 0， 

则 由 式 (2. 19) 导出 厂 :十 查 !< 妆 0, 即 在 紫 中 有 a 到 天 的 负 回 路 ， 

最 后 是 如 何 找 出 最 短路 或 负 回 路 的 问题 . 只 要 能 记录 蕊 的 终点 轧 的 紧 前 顶点 就 能 逆 
向 追踪 找 出 最 短路 或 钠 回 路 . 为 方 人 若 顶 点 世 在 玖 上 的 紧 前 顶点 是 w, 则 记 估 三 二 在 开 
始 时 可 设 


多 一 ii 一 1,2 和 
继续 迭代 有 两 种 可 能 : 
《1 硬 : 委 此 :十 此 这 时 ,由 式 (2. 19) ,本 一 砧 ! 故 
第 一 从 1 . 
(2) 和 1 这 六 1 十 丰 ', 这 时 ;由 式 (2.19) ,出 一 此 1 十 旧 ， 
半 二 后 1 


到 此 ,当权 为 实数 时 , 求 任意 两 顶点 间 的 最 短路 问题 完全 得 到 解决 . 


算法 2.2 Floyd 算法 一 一 求 任意 两 顶点 间 的 最 短路 
设 0 是 赋 权 图 ;, 权 为 实数 ,|FCG)| 一 二 
第 1 步 。 按 式 (2.18) 计算 驹 ,并 令 的 一 六 0 一 1, 2， 
今 荆 一 1， 
第 2 步 ” 按 式 (和 19) 计算 此 ,并 令 
站 一 2 a 皇 丰 十 阁 '， isj = 12 (2. 20) 
第 3 步 各 存在 1 ;过 如 则 从 逆向 追踪 到 友 求 出 负 加 路 , 停 ， 
第 4 步 车 之 和 4 令 二 十 1， 转 第 2 步 ， 
+ 第 5 步 ”得 任意 两 顶点 间 的 距离 性 一 点 , 且 当 册 < 十 co 时 ， 着 向 迫 踪 求 出 最 短路 
PC 一 
停 . 
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例 2.13 如 图 2.14 的 有 向 图 , 求 任意 两 硕 点 间 的 最 短路 和 距离 . 


图 2.14 ” 赋 权 有 向 图 
在 选 代 中 ,用 矩阵 形式 (出 ) 与 (的 ) ,而 暑 '! 十 条! 用 表格 形式 是 方便 的 .上 塌 右 上 角 打 
“*# 表 示 此 一 此 1 十 看 ! 的 右上 攻打 “xx” 表示 和 站 = 由 1 


一 
0 8 6 2 ee 1 1 1 1 1 
oo 0 -5 一 3 co ; 2 2 2 2 2 
(oo ww 0 
oo oo oe 0 ee | 4 4.4 414 
oo 3 co 7 0 5 5 § 5 5 


db) = (4d) 05) = (08), 


QQ. 8 ee 
oo 0 一 5 一 3 oo 
(=o0 oo 0 oo |， 
Co oo0 DO 0 oo 
so. 3 一 2 0 0 
121 于 
. 22.2 2 2| 
(RB)=|3 3 3 3 $3|. 
I 4 4 4 
5 5 2° 2 5 
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"~ mm T8888e 


8 3 2 了 
0 一 5 一 3 一 1 
oo 0 Ge 4 |; 
[ee] OD 站 CO 
3 一 2 0 0 

1 2 | 3 

2 .2 2 3° 

3 3 3 3 

4 4 4 4 

5 2 2 5 


{0 二 二 (六 ). 


3 2 了 
一 5 一 3 一 1 
0 4* 4 |， 
0 oo 
一 2 0 0 


于 是 (dy) = ( 西 ), (0y) 一 《的 ). 当地 < co 时 逆向 追踪 分 别 得 出 5 棵 外 向 树 ,如 图 2. 15. 


以 v1 为 根 : 
以 vw 为 根 ， 
Mw 为 根 : 
以 v4 为 根 ; 
以 vw 为 根 ， 


Ds = 3, ts = 2, Ha 
ds = 3 03 = 2, 0 
ts = 3, 0 = 2, Oss 
人 4 一 d= On = Ws 
64 一 2., Os = 5, Os 


= Ty 0, 1. 
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Va 
【 半 》 {b) {ce} (dy) (ce) 


图 2.15 
如 上 所 述 ,Floyd 算法 能 判断 是 否 有 负 回 路 ,县 当 有 负 轩 路 时 求 出 负 国 路 , 当 没 有 负 辐 
路 时 求 出 任意 两 顶点 间 的 最 短路 和 距离 . 但 应 注意 ,无 向 图 没有 负 回 路 的 充 要 条 件 是 每 条 
边 的 权 非 负 . 故 对 无 向 图 总 假定 权 wke) 六 0,e € B(0). 


$2.8 应 用 一 一 景 小 生成 树 


例 2.14 有 x 个 城市 ,要 修建 通讯 网 络 连 接 这 些 城 市 ,已 知 城市 4 与 w 疗 建 立 直 接 通 
讯 系统 的 成 本 为 mm 如何 建造 总 成 本 最 少 的 通讯 网 络 ? 

以 顶点 代表 城市 ,在 两 个 城市 建立 直接 通讯 系统 的 成 本 作为 相应 两 个 顶点 的 边 的 权 ， 
则 建造 总 成 本 最 少 的 通讯 短 络 的 问题 就 是 求 匡 权 连 通 图 的 权 最 小 的 生成 树 , 称 为 最 小 生 
成 树 . 

由 定理 2. 1, 连 通 图 的 极 大 无 轿子 图 是 6 的 生成 树 , 换 育 之 ,我 们 可 以 用 逐步 加 边 的 
方法 得 到 G4 的 一 个 子 图 了 ,使 其 具有 性 质 ， 

(1) 了 不 会 图 ， 

(2) 任 给 7 加 一 边 都 含 圈 ， 
这 样 的 就 是 一 则 生成 树 , 了. B. jr, Kruskal 在 1956 年 把 上 述 加 边 的 方法 推广 ,提出 在 加 边 
时 总 是 加 余下 的 所 有 边 中 权 最 小 的 边 , 即 在 不 含 国 的 条 件 下 尽 可 能 选 权 最 小 的 边 ,从 而 构 
成 权 最 小 的 极 大 无 转子 图 ~ 一 最 小 生成 树 . 

为 了 选取 朱 尽 可 能 小 的 边 , 可 事先 对 C 的 边 排 译 , 即 令 8(G) = {erserr… ,en) 满足 


We Se Whe) em) (2.21) 
为 了 判断 工 是 否 含 轿 , 可 给 T 的 所 有 顶点 加 上 :标号 满足 
1 一 1)< 与 在 了 连通 ， (2, 22) 


手 是 , 当 考 查 边 wm = (ap) 有 时, 由 式 (2, 22), 有 
了 十 避 合 阅 < 寺 =>!) 二 10), 
至 此 得 最 小 生成 树 的 算法 . 


算法 2.3 Kruskal 算法 一 一 求 最 小 生成 树 
设 上 8 是 赋 权 连通 (4,m) 图 ,2 的 边 的 排序 满足 式 (2. 213 ,V0 一 (mn 
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第 1 步 令 了 = TFG)， 
io) = jy j= Loon 
x 二 上 ,i 二 0. 

第 2 步 ” 设 6 二 G4,n) ,车 fw) = 1tv) 转 第 5 步 .否则 令 
T=7T++am;i=i 二 1. 

第 3 步 “对 一 切 满足 以 证 ) 一 max {CD Wp)) 的 三 今 
lo) = min {C4) tt»)}. 

第 4 步 ” 若 i 一 4 一 1,7 是 最 小 生成 树 , 停 ， 

第 5 步 ” 令 上 = 二 上 十 1, 转 第 2 步 . 

例 2.15 ”如 图 2.16(4) 的 图 8, 求 最 小 生成 树 , 首先 给 68 的 边 按 式 (2. 21) 排序 ,如 必 ). 

然后 给 顶点 标号 ,如 (ce). 从 (dD) 到 (9) 依次 加 4 条 边 得 最 小 生成 树 . 


cs 
VS 


如 | 


名 
"7 
(0) Cb) 
2 2 2 2 1 
1 9 3 1 0 3 1 ? 了 [3 
9 0 " 0 o ] 1 1 
如 人 4 
5 了 dt er 如 
生 4 et 1 1 1 忆 1 1 和 1 
(2) (dd) (e) (f) (ee} 


图 2.16 求 最 小 生 戒 树 的 过 程 
在 本 节 的 最 后 我 们 证 明 , 由 Kruskait 算法 求 出 最 小 生成 树 . 
引 理 2. 2! 由 Kruskal 算法 得 册 的 生成 桂 是 最 小 生成 树 . 
证 ”假设 由 Kruskal 算法 得 出 的 生成 树 了 不 是 最 小 生成 树 ,不 妨 设 
了 一 [e， 和 人 和 :1 ]. 
对 蜡 于 了 的 任意 生成 树 7 , 令 
fT = min {ile ECT, [Ri 1}, 
今 设 了 是 一 操 最 小 生成 树 且 使 CT,) 尽 可 能 大 . 不 妨 设 fCT1) = 于 是 
Blr ye E ECT) NN BOT,), 
er EE ECTIN\E(T), 
由 定理 2.1,7T 十 & 有 了 唯一 图 C. 设 
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人 区 《CC 门 再 (TDDANBCT)， 
则 于 会 (7 十 oo 一 4 是 生成 树 , 另 一 方面 ,7 的 子 图 
[esr yee 1s ot | 
是 无 图 的 ,由 算法 ,wef) 渤 wle,), 故 | 
wT{) = wT) 十 加 fei — wlet) SE wT ) 
从 而 T{ 也 是 最 小 生成 树 . 但 了 TI) 守 二 了 C71), 与 ZT 的 选 法 相 矛 盾 ， 证 毕 . 
$ 2.9 应 用 一 -最 优 2 元 桂 
在 计算 机 和 通讯 中 常用 二 进 制 编码 表示 字符 . 例如 ,用 上 表示 4, 用 00 表示 8, 用 001 
囊 示 CC, 用 100 表示 Db. 得当 我 们 接收 到 信息 091100 时 , 却 无 法 分 辨 这 是 0D, 或 84D, 或 
C4B, 还 是 DB4453? 为 了 解决 这 个 问题 ,可 用 前 组 码 ， 
定义 2.14 设 aaea…w-! 反 是 长 为 * 的 符号 串 , 称 其 子囊 oo wwoe…m-; 分 别 是 
长 为 1,21.… sn 一 1 的 前 缀 . 设 4= {p, 记 ,加 ) 是 环 个 符号 串 的 集合 , 若 对 任意 的 
房 ,六 E 4 了 jj, 所 与 如 互 不 为 前 级 , 则 称 4 为 前 缀 码 . 若 符号 捉 所 只 出 现 0 与 1 两 个 符号 ， 
i 一 ] , 黄 ; 则 称 4 为 二 元 前 缴 码 ， 
例 2.16 本 节 开 始 时 所 作 编 码 
{1.00,00]1.,100} 


不 是 二 元 前 组 码 . 而 编码 
{1,01,001,000} (2. 23) 

十 二 元 前 级 码 . 

引 理 2 22 一 棵 2 元 树 产 生 一 个 二 元 前 级 码 , 并 且 由 2 元 正则 树 产生 的 二 元 前 级 人 码 
是 唯一 的 ， 

证 设 T 是 2 元 树 , 有 i 片 树叶 .对 T 的 每 个 分 枝 点 ,车 有 两 个 子 顶 点 , 则 到 太子 顶点 
的 边 标 0, 到 右 子 顶点 的 边 标 1y 若 只 有 一 个 子 顶 点 , 则 可 和 任意 作为 丰 子 顶点 其 边 慰 0, 或 作 
为 右 子 顶 点 其 边 标 1. 设 己 是 任 一 片 树叶 ,把 从 和 树 根 到 树叶 s 的 唯一 路 P, 各 边 的 标 导 组 成 
的 符号 串 放 在 ww 处 ;这 个 符号 串 的 前 强 都 在 这 条 唯一 路 PL 上 . 因此 ,2 元 枯 的 1 片 树叶 由 此 
产生 的 + 个 符号 捉 构 成 一 个 二 元 前 级 码 ， . 

如 果 2 元 树 是 还 则 的 , 则 每 个 分 靶 点 恰 有 两 个 子 质 点 , 故 所 产生 的 二 元 前 级 码 是 唯一 
的 ， 证 毕 ， 

例 2.17 如 图 2.17 的 2 元 正则 树 产 生 的 叭 一 前 
缀 码 是 

A4= {1,01,000,001}. 

这 正 是 式 (2. 23) 给 出 的 . 

一 般 地 ,在 信息 传输 中 ,各 符号 出 现 的 频率 是 不 相 


(Si) 同 的 . 当 已 知 传输 符号 出 现 的 频率 时 ,如 何 选择 前 级 
| 码 , 使 传输 的 二 进 制 位 尽 可 能 少 ?这 个 问题 归结 为 产生 
图 和 一 个 最 优 2 元 树 . 


d8 


定义 2.15 设 了 为 2 元 树 , 有 ! 片 树叶 分 别 对 应 实数 如, 出 称 刀 是 树 叶 w 的 权 汪 一 
1 而 mp 二 2208 称 为 工 的 权 , 其 中 心 为 树叶 的 层 数 , 一 1 并 称 了 为 带 权 


2 元 树 . 在 所 有 带 权 四 :te 的 # 片 树叶 的 2 元 树 中 , 权 最 小 的 2 元 树 称 为 最 优 2 元 树 . 

引 理 2,23 设 了 是 带 权 为 四 丢 迪 委 … 反 也 的 最 优 2 元 树 , 则 一 定 能 使 带 权 为 由 与 
to 的 顶点 是 兄弟 , 且 它 们 的 层 数 都 等 于 树 高 . 

证 ” 设 树叶 的 度数 最 高 , 若 i 1, 则 交换 树 时 如 与 名 的 权 , 得 到 新 的 带 权 2 元 树 Y'， 
且 wT) 入 wt7T). 因为 是 最 优 2 元 树 , 故 T' 也 是 最 优 2 元 树 , 且 带 权 w 的 顶点 vw, 的 层 数 
等 于 树 高 . 如 果 没 有 兄弟 , 则 去 掉 志 并 令 的 父 顶 点 带 权 ww ,由 此 得 到 一 个 权 更 小 的 2 元 
树 , 了 矛盾 , 困 此 必 有 兄弟 顶点 , 设 为 由, 类似 上 面 的 证 明 可 得 ,六 是 除去 ww 外 权 最 小 的 顶 
点 , 即 忆 是 带 权 ws 的 顶点 .证 毕 ， 

引 理 2.24 设 有 一 棵 带 权 如 十 各 ms 的 最 优 2 元 树 和 ,其 中 心 才 tw A 
坊 由 :让 带 权 z 十 ws 的 顶点 产生 两 个 字 顶 点 分 别 带 权 ww 和 ws, 则 所 得 到 的 荆 是 带 权 由 ， 
tea 的 最 优 2 元 树 ， 

证 ”由 条 件 ， 

wT) = wT) dw wo. {2,24) 
设 了 是 带 权 wan 的 最 优 2 元 树 ,由 引 理 2.23, 带 权 w 与 tw 的 顶点 与 vw 是 兄弟 , 且 
它们 的 层 数 是 树 高 . 设 它们 的 父 顶 点 是 5, 令 Tf = Ti 一 人 人 并 让 带 权 加 十 好, 则 

WT) = wT{) + ww + was (2. 25) 
因为 ZT 是 最 优 的 , 故 wT 雪 w(TD, 车 wT 之 wefT), 则 由 式 (2.24) 与 式 (2,25)， 
iT < wT') ,此 与 7' 是 最 优 的 相 牙 盾 , 从 而 xm) = w(t7?)， 证 毕 ， 

由 引 理 2 24 得 出 求 带 权 好 委 忆 委 汪 委 刀 的 最 优 2 元 树 的 方法 , 称 为 Huffman 算法 . 


算法 2. 4 Huffman 算法 一 一 求 最 优 2 元 树 
设 权 seen 是 实数 , 令 
二 
第 1 步 令 w = min {in|iw, € S}, 
w = min {w|iw, E SV\ {nm}}, 
第 2 步 ” 作 带 权 ww 的 顶点 # 在 左 , 带 权 加 的 顶点 s 在 右 ,并 作 4 与 a 的 父 顶 点 + 带 
术 赤 , 二 志 ,. 
第 3 步 令 8 一 (SN 月 日 fas 十 四 
第 4 步 ”车 18| = 1 得 带 权 办 ,ay…sam 的 最 优 2 元 树 , 停 . 否则 转 第 1 步 ， 
例 2.18 求 带 权 2,4,5,7,8,11 的 最 优 2 元 树 . 
由 算法 2,4, 对 给 定 的 权 ww 科 … 拉 四, 最 高 层 带 权 内 与 ww, 依 次 从 最 高 庄 到 零 雇 ,中 
的 元 素 个 数 递 减 1, 故 所 得 最 优 2 元 树 共 (t 一 1) 属 . 这 里 有 六 个 权 , 故 经 5 次 浊 化 ,得 共有 
5 层 的 一 株 最 优 2 元 树 7 图 2. 18(e) ,其 权 
wT)—7X2+8X2+5X3+2xX4+4X4+11x2= 91. 
算法 过 程 由 图 2. 18C4) 一 《e) 给 出 ， 
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ii 了 
在 11 人 
八 5 


2 4 2 及 


图 2.18 
例 2.19 已 知 字母 4,B,C,D,B,P 出 现 的 频率 : 
A 一 35 和 %， B 一 10%， 0 一 20%， DD 一 10 和 %， 加 一 20%， 了 一 5%%， 
求 一 个 前 弛 码 使 传输 的 二 进 制 位 最 少 . 
作 带 权 35,10,20,10,20,5 的 最 优 2 元 树 了 ,得 一 前 级 码 . 车 树叶 zw 带 反 汉 , 则 4 处 的 
符 导 蝇 表示 出 现 频率 为 wi% 的 字母 ,如 下 表 ， 
| 
ss | nu ool w [oul w [on] 
传输 100 个 这 拌 的 字母 所 用 二 进 制 位 为 
4XxX {5+ 10+3x10+2X (20+20+ 35) = 240. 
最 优 2 元 树 了 及 树叶 处 的 符号 串 加 狼 2. 19. 


35 
(00) (C10) (C11) 
(O110) (0111) 

图 2.19 
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2, 
2. 
2, 
2, 


习 题 二 


1 用 至 少 两 个 另外 的 方法 证 明 推 论 2, 2. 
2 仅 有 二 片 树叶 的 树 是 一 条 路 . 

3 了 是 树 ,4 产 天 则 了 至 少 有 “ 片 树叶 ， 
4 了 是 树 ,a E Fr) 满足 


.max dtm) = min {max dturv)}, 
rEVerTy NEPETY CR 


则 称 w 是 的 中 心 ,还 明 


人 


2, 
2, 
2, 
2. 
2, 


则 


《1) 当 IF 1 之 3, 树叶 不 是 中 心 ， 

《2) 只 有 一 个 中 心 或 两 个 相 邻 中 心 . 

5 如 连通 , 则 |8C0)| 宇 |FCO)| 一 1， 

6 ” 非 平凡 连通 图 至 少 有 两 个 非 分 离 点 . 

7 设 6 是 非 平凡 简单 连通 图 , 则 是 一 条 路 当 且 仅 当 6 恰 有 两 个 非 分 离 点 ， 

8 当 |Feo 之 3, 若 有 桥 则 必 有 分 离 点 ， 

9 设 是 连通 图 的 生成 树 ,C 是 6G 的 圈 ,s € BCT) 门 BCC) te) = ECO)NECT)， 


Ti 人 鲍 (T 一 和 站 二 et 


是 6 的 生成 树 : 


2, 


DE 


10 设 上 有 we 个 连通 支 , 则 于 列 命 题 等 价 ， 
(1) CC 是 森林 ; 
(2) [ECO| = | | 一 oo 
(3) 0 的 每 条 边 都 是 桥 . 
11 车 图 G 有 桥 , 则 0 必 有 奇 顶点 . 
12 ”证 明 图 的 两 个 块 至 多 有 一 个 公共 顶点 . 
13 ”ETFCO) 是 分 离 点 的 充 要 条 件 是 ,v 至 少 是 6 的 两 个 沁 徇 顶点 ， 
14 如 是 2 边 连 通 的 , 当 且 仅 当 8 的 任意 两 个 顶点 都 有 两 条 边 不 交 的 路 ， 
15 设 C 简 单 连通 图 , 则 2 没有 桥 的 充 要 条 件 是 ,存在 哉 的 定向 图 是 强 连 通 的 . 
16 设 总 是 连通 图 如 的 块 - 分 离 点 桂 , 则 豆 的 任意 两 片 灶 时间 的 上 距离 都 是 偶数 ， 
17 设 0 连 通 ,|7(0)| 之 3, 则 下 列 厨 题 等 价 ， 
(1) 6G 没有 桥 ; | 
(2) 6 的 任 二 顶点 在 某 个 闭 迹 上 ， 
《3) 6 的 任 一 蚤 点 和 任 一 边 在 菜 个 闭 迹 上 ; 
(4) 6 的 任 二 边 在 某 个 闭 迹 上 : 
(5) 的 任 二 顶点 u,v 和 任 一 边 e, 都 有 wb 迹 含 。; 
(6) G 的 任 二 顶点 u,v 和 任 一 边 e, 都 有 ww-s 迹 不 合 es 
(7) CE 的 任 三 顶 点 up 都 有 zs 迹 合 由 
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2.18 设 @ 连 通 , 则 C 的 余 圈 必 含 树枝 . 
2.19 ”图 的 任 一 圈 相 性 一 余 圈 ,车 有 公共 边 则 必 为 偶数 条 公共 边 ， 
2.20 如 图 2. 29,T 是 6 的 生成 树 , 求 8 的 所 有 基本 圈 和 基本 余 圈 . 


如 Va bd 


Vs Vs 


图 2. 20 Ca) 图 如 以} 生成 树 了 了 
2.21 设 G 有 向 图 , 则 6 是 拟 强 连通 的 充 要 条 件 是 存在 w EVF(O) ,ww 可 达 其 余 每 个 顶 


[= 


' 22 设 C 有 向 图 , 则 4 含 外 向 树 为 生成 树 的 充 要 条 件 是 6 是 拟 强 连 通 的 . 
' 23 ” 设 T 是 欧元 正则 树 , 其 树 时 数 为 4 分 枝 点 数 为 +, 则 
， 《有 一 lr=t— 1 
2.24 设 了 是 二 元 正则 树 , 其 树叶 数 为 贞 则 
E(T) 一 2 一 2 

2.25 设 呈 BO), 则 部 含 余 园 的 充 要 条 件 是 

ofC — PF) > ol0). | 
26 设 恕 守 B(G), 则 色 含 余 图 的 充 要 条 件 是 G 的 每 个 生成 森林 都 会 BF 的 边 ， 
27 《连通 , 则 & 的 侍 一 圈 必 会 连 枝 - 
28 户 生 8(G), 则 会 圈 的 充 要 条 件 是 6 的 每 个 余 森 林 含 所 的 边 .， 
29 ” 设 T 是 连通 Gm) 图 4 的 生成 树 , 是 对 应 连 枝 6 的 菇 本 圈 , 册 6，… ,es 都 在 

CDG DDG, 


0 


站 站 


中 ,1] 委 ?7 委 中 一 8 十 | ， ， ， 
2.30 ”图 0G 的 相 异 二 个 闭 迹 的 对 称 莽 或 为 一 圈 , 或 为 边 不 交 的 圈 之 并 . 
2.31 连通 Cum) 图 0 的 任意 闭 迹 或 为 基本 图, 或 为 基本 圈 的 对 称 差 . 
2.32 ”连通 (n,m) 图 & 的 闭 迹 个 数 m 满足 : 
祝 一 六 赴 ] 委 如 莹 2 一 | | 
2 33 ”利用 习题 2.31, 荆 给 出 找 连通 图 的 所 有 图 的 步 台 ,并 由 此 步 骚 求 图 2. 20(e) 的 
图 8 的 上 所 有 轿 . 
2.34 图 的 相 异 二 个 边 割 的 对 称 差 或 是 一 余 园 ,或 是 过 不 交 余 国之 并 . 
2. 35。” 设 下 是 连通 (xsw) 图 6 的 余 树 ,不 是 对 应 树枝 的 基本 余 团 , 则 6 ,… ,6 都 在 
户 国 所 四 一 田 韦 
中 ,] 坊 ? 所 # 一 |， ， 
2.36 ”连通 (nin) 图 4 的 任意 边 割 或 为 基本 余 图, 或 为 基本 余 圈 的 对 称 差 ， 
52 


2,37 连通 Com) 图 5 的 边 制 数 w 满足 
R21 

2. 38 利用 习题 2. 35, 试 给 出 找 连通 图 的 所 有 余 圈 的 步骤 ,并 由 此 步 双 求 图 2. 200a) 
的 图 的 所 有 余力 ， 

2.39 对 国 2. 12(0 的 元 向 图 如 ,用 Dijkstra 算法 求 顶 点 vo 到 其 余 顶 点 的 最 短路 相距 
离 , 并 画 出 由 最 短路 构成 的 生成 树 . 

2. 40 ”对 图 2.21 的 有 问 图 6G, 用 Dijkstra 算法 求 顶 点 vw 到 其 余 顶 点 的 最 短路 村 距离 ， 
并 画 出 由 最 短路 构成 的 外 向 树 . 


图 2. 21 何 2. 22 

2. 41 ”如 图 2.22 的 无 向 图 GG, 用 Fioyd 算法 判断 有 无 负 回 路 , 若 有 则 求 出 负 回 路 ， 

2, 42 ”如 图 2.23 的 有 向 图 6, 用 Floyd 算法 
判断 有 无 负 回路 , 若 有 则 求 出 负 回路 ， 

2.43 如 图 2.1200 的 无 向 图 ,用 Floyd 算法 
求 任意 两 顶点 章 的 距离 ,并 分 别 画 出 从 每 信 顶 点 
到 其 余 项 点 的 最 短路 所 构成 的 生成 树 ， 

2. 4 如 全 2.126a) 的 有 向 图 ,用 Floyd 算法 - 
求 任意 两 预 点 间 的 距离 ,并 分 别 画 出 从 每 信 顶 点 
到 其 余 顶 点 的 最 短路 所 构成 的 外 向 树 ， 

2.45 设 6 是 赋 权 连通 图 ,eo E BCG) 不 是 
环 , 月 wbeo) 所 wte)，e 所 (0), 则 存在 4 的 一 近景 小 生成 树 会 。， 

2,46 ” 设 t,m) 图 6 是 连通 的 , 则 由 定理 2.1,6 的 极 大 无 圈子 图 是 上 的 生成 树 . 试 由 
此 设计 一 个 求生 成 树 的 算法 ,并 用 此 算法 求 图 2. 24 的 图 的 生成 树 . 
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247 设 000 图 8 连 道 , 则 由 定理 2.1,6 的 极 小 连通 子 图 是 6G 的 生成 树 , 试 由 此 设 
计 一 个 求生 成 树 的 算法 ,并 由 此 算法 求 图 2 24 的 图 的 生成 树 ， 

2, 48 ”连通 图 4 的 生成 树 7 与 ?2 的 距离 d(T ,Ts) 定义 为 

d(T Ts) 人 |ECTON\ECT,) |。 
试 还 此 中 离 满 足 距 离 公理 ， 
C1 ED 党 0 并 且 人 和) 一笑 当 则 仅 当 条 一 他， 
(2) d(T, = d(T,,T,), 
(3) dT TY EE AT, TY) + dT Py. 

2.4 和 9 ” 设 6 连 通 图 ,T,,… ,7 十 6 的 所 有 生成 树 , 生 成 桂 的 距离 由 习题 2. 48 定义 , 今 

以 G 的 生成 树 为 顶点 ,并 且 
7 与 7, 相 邻 二 = dT,,T,) = 1， 
由 此 得 到 的 图 称 为 连通 图 6 的 树 图 . 试 证 连通 图 的 树 图 是 连通 的 . 

2, 50 ”用 Kruskal 算法 求 图 2. 22 的 图 的 最 小 生成 树 . 

2,51 赋 权 连通 图 6 的 所 有 生成 树 中 权 最 大 的 生成 树 称 为 最 大 生成 树 , 试 修改 
Kruskal 算法 以 得 出 求 连通 图 6 的 最 大 生成 树 的 算法 ,并 用 此 算法 求 图 2, 22 的 图 的 最 大 生 
成 树 , 

2.52 Kruska] 算法 是 用 "加 边 ? 求 最 小 生成 树 , 也 可 用 * 删 边 ”的 方法 , 设 0 是 赋 权 连 
通 图 ,每 次 任 取 一 图 ,并 删 去 图 上 权 最 大 的 边 , 直 到 删 边 后 的 图 不 含 阐 终 上 上 ， 

(1) 证 明 算 法 终止 时 得 到 最 小 生成 树 ， 
(2) 给 出 计算 步 邓 ， 
《3) 由 (2) 的 算法 求 图 2. 22 的 图 的 最 小 生成 树 . 

2. 53 ” 设 6 是 赋 权 连通 图 6 的 生成 树 , 则 7 是 最 小 生成 树 的 充 要 条 件 是 ,没有 与 了 的 
距离 为 |! 而 权 更 小 的 生成 树 ， - 

2.54 设 如 是 赋 权 连通 图 如 的 生成 树 , 则 了 是 最 小 生成 树 的 充 要 条 件 是 ,对 每 条 树枝 
eE BCT), 余 树 了 加 2 的 唯一 余 轿 下 满足 

le) we), ef E ECR). 

2.55 设 0 是 赋 权 连通 图 G6 的 生成 树 , 则 了 是 最 小 生成 树 的 充 要 条 件 是 ,对 每 条 连 村 

eE BT),T 十 e 的 唯一 图 人 满足 
we) 2 we eo EE EC), 

2.56 ”和 作 一 操 带 权 1.5,2.1,0.8,3.3,6.4;5, | 与 4. 4 的 最 优 二 元 树 , 并 计算 其 权 . 

2.57 设 有 6 个 符号 在 通讯 中 出 现 的 频率 是 4 一 0.25,8 一 0,28,C 一 0.15， 
DD 一 0.12,8 一 0.14,F 一 0.06, 求 最 佳 前 组 码 , 问 传输 1000 个 符号 需 多 少 二 进 制 位 . 

2.58 着 规 定 用 树叶 表示 参加 运算 的 元 素 ,分 被 点 表示 相应 的 运算 , 则 利用 二 元 有 
序 正则 树 可 以 表达 二 元 运算 的 算式 ,试用 此 法 分 别 表 示 下 列 算式 ， 

Ct XO XD UF + EXD XC 0)), 
(C2) Ca DD) XO tT gt (GX). 

2. 59 ”对 于 二 元 有 序 正则 树 有 下 列 行 唤 方法 (在 这 里 , 行 遍 即 每 个 顶点 访问 一 次 而 

周游 一 控 树 }， 
54 


(1) 中 序 行 遍 法 ,其 访问 顺序 是 左 子 树 , 树 根 , 右 子 树 ， 

(2) 前 序 行 遍 法 ,其 访问 是 序 是 树 根 , 左 子 树 , 右 子 树 ， 

(3) 后 序 行 遍 法 ,其 访问 顺序 是 堪 子 树 , 右 子 树 , 树 根 ， 
利用 上 述 三 种 行 浪 法 ,一 个 四 则 运算 的 算式 相应 有 三 可 表示 法 ;分 别称 为 中 缀 符号 法 ;前 
绥 符 号 法 ,后 缀 符号 法 . 中 绿 之 意 为 运算 符 作用 于 紧 前 紧 后 二 个 元 ,前 级 之 意 为 运算 符 作 
用 于 紧 后 二 个 元 ,后 级 之 意 为 运算 符 作用 子 紧 前 二 个 元 . 因此 ,对 中 级 符号 法 ,可 按 运算 符 
的 优先 次 序 省 去 部 分 括号 ,对 前 缀 和 后 组 符号 法 ,可 省 安全 部 括号 ,所 得 运算 式 称 为 简化 
式 . 

试用 上 述 三 种 方法 分 别 表示 习题 2. 58 中 的 两 个 算式 ,然后 再 写 出 简化 式 . 


第 三 章 ”图 空 间 和 余 圈 空间 及 其 应 用 


$ 3, 1 闭 迹 向 量 和 边 割 向 量 


定义 3,1 设 无 向 图 0G 的 边 集 电 二 {ei ,ern} ,C 是 一 个 闭 迹 , 则 二 C4，… ,pm)” 称 
为 闭 迹 向 量 , 其 中 
- i, e; E ECO, 
oo=| 否则 ， {3.1) 
车 0 是 有 向 图 , 任 给 0 指定 一 个 方向 ,并 令 
| te; EE EC+t), 
w=4— 1,， eiE Eo ), 《3. 2) 
ls, 和 否则， 
其 中 C+ 一 {eE SC)1e 的 方向 与 C 的 方向 一 致 }， 
= 4e; € BLOC)|e; 的 方向 与 0 的 方向 相反 } 
车 CC 上 的 边 是 @,…,e,; 则 可 把 5 视 为 边 导 出 子 图 而 记 为 C= [eye 
定义 3.2 设 无 向 图 4 的 边 集 下 一 {ety ,ea} ,和 (5) 是 边 割 , 则 4b 二 《m4,… s,m 六 称 为 
边 割 向 最 ,其 中 
1，ejE NGOSY, 
vj 一 {vo 否则 . 《3. 3) 
若 2 是 有 向 图 , 则 


=4— 1], eE€EN-(S), (3. 4) 
| 0, 否则 ， 
其 中 N+ (58) 二 {8 EE NCGS) |e; 的 尼 在 58}， 
NN- (5) 一 {0 WCG) eo; 的 头 在 5)， 
例 3.1 如 图 3.1(a) 是 元 向 图 , (b) 是 有 向 图 ,其 闭 迹 向 量 与 过 割 向 量 如 表 3. 1 与 


| l, ee,€E N+ (Ss), 
?二 
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表 3.1 3. 1 的 闭 迹 启 量 与 边 大 应 量 


[e ee] (1 3,0.1,0,0.0.0,0)7 
[eyez ye | 


(lO0,1.0,.0.1.0,1)7 
边 荐 CSY 


边 割 向 量 


O00.00.0,.1.1.1) 
(O01 1,1.1)" 


二 {vs} 
号 一 {uum} 


[Leitz es] Ci.0. CO 1.0.0,.0.0,077 
[eerereres} (1,1.0. 一 1,0.0. 一 1.0.177 


有 一 {ne} (9.0.0.0.0.0. — 1.1, — 1)7 
§ = {p60} (一 1.0.0. 一 1 一 1.1. 一 1.1)7 


定义 3.3 设 图 0 是 连通 Gx,m) 图 ,有 5 个 圈 , 称 为 圈 数 , 则 以 所 有 图 向 量 为 行 向 量 的 
“XX mw 甜 阵 称 为 图 矩阵 , 记 为 CG) 或 她 以 所 有 基本 图 向 量 为 行 向 量 的 (mw 一 4 十 1) 名 
和 矩阵 称 为 基本 圈 矩 阵 , 记 为 互 , 它 是 吾 的 子 和 矩阵 . 

在 习题 2 33 中 指出 ,利用 对 称 差 可 以 从 所 有 基本 圈 求 所 有 圈 . 换言之 ,我们 可 以 利用 
模 2 加 法 从 基本 闫 算 阵 求 圈 答 阵 . 

算法 3. 1 求 图 矩阵 的 算法 

设 8 是 (n,m) 连通 图 . 

第 1 步 ” 求 & 的 生成 树 7. 

第 2 步 ” 求 出 6 的 基本 图 矩阵 BB. : 

第 3 步 ” 对 妃 的 行 作 所 有 可 能 的 对 称 差 即 模 2 加 法 ,所 产生 的 新 行 连同 B; 一 -起 构成 
新 矩阵 瑟 . 

第 4 步 ” 在 吾 中 消去 元 余 行 即 表 示 边 不 交 的 圈 之 并 的 那些 行 ， 

第 5 步 互 中 国 下 的 行 构成 圈 矩 阵 . 

例 3.2 给 出 图 6 如 图 3, 2(a), 求 圈 插 阵 . 

首先 求 出 生成 树 如 图 3. 202)， 由 此 得 到 三 个 基本 围 C = [el ,esse1j10; 一 [eyes er ]， 

57 


p 1 110000 | 
olo 00 1 1 0 1 0|, 
ol 0 .00 1 1 0 1 
Bl ez 3 6 Ps CE er be 
fl 1 100 0 0 00, 
C0 00 1 10 1 Oe 
0 0000 1 10 ile 
2 Bell 1 1 |! 0 1 0| 元 余 行 . 
CBGll 1 10 1 1 0 1 元 余 行 
CBEI0 90 [9 1 1 He 
oll 1 1] 1 0 1 1 1) 元 余 行 


判断 元 余 行 的 方法 是 , 当 某 行 的 边 集 包含 另 一 行 的 边 集 为 子 集 时 , 即 当 某 行 的 元 素 1 包含 
另 一 行 的 全 部 元 迪 1 时 ,该 行 就 是 无 余 行 ,否则 得 到 一 个 新 的 圈 . 好 0 中 0C; 和 包含 行 和 C， 
行 ,Qi 国名 包含 己 行 和 和 0, 行 , 故 都 是 元 余 行当 从 BB 消 去 元 余 行 时 ,好 得 网 矩阵 天， 


a] ts eq el es Ee er es 


fl 1 1] 0 0 0 0 0 


B=C0 0 0 | 1909 1 0 
0 0 .00 1 1 0 1 
C0 0 0 10 1 1 1 


定义 3.4 设 0 是 连通 tn,m) 图 ,有 个 圈 , 称 为 余 轿 数 , 则 以 所有 休 圈 向 量 为 行 疝 量 
的 mmX 芍 和 矩阵 称 为 余 园 和 矩阵, 记 为 96) 或 以 所 有 基本 . 余 苞 向 量 为 行 向 量 的 
(w 一 1) X 算 阵 称 为 基本 余 圈 矩阵 , 记 为 必 , 它 是 如 的 子 算 阵 ， 

在 习题 2. 38 中 指出 ,利用 对 称 差 可 以 从 所 有 基本 余 轿 求 上 所 有 余 医 . 换言之 ,我 们 可 以 
利用 摸 2 加 法 从 基本 人 条 图 和 矩阵 求 余 圈 和 矩阵 . 


算法 3.2 求 余 圈 甜 阵 的 算 凌 

设 5 是 uu,m) 连通 图 . 

第 1 步 ” 求 @ 的 生成 树 了 
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第 2 步 ” 求 2 的 基本 余力 矩阵 必 - ， 

第 3 步 ”对 的 行 作 所 有 可 能 的 对 称 盖 即 模 2 却 法 ,所 严 生 的 新 行 连同 9 一 起 构成 
新 矩阵 1 

第 4 步 ”在 中 消去 元 余 行 即 表 示 边 不 交 的 余 团 之 并 的 那些 行 ， 

第 5 步 4 中 留 下 的 行 构成 余 圈 矩阵 . 

例 3.3 给 出 图 G 如 图 3.3(a)，, 求 余 圈 年 阵 . . 、 


图 3.3 
首先 求 出 生成 树 如 图 3.3(0), 由 此 得 到 四 个 基本 余 圈 fF = [eeeg]， Fz = 


[eyesyes]， Fs 一 [es res ses] ,PP 一 [eseyyes], 故 
在 1 Pei Cs Pe er ea 


FI] 1 1! 00 0 0 90 
=F|l 00 1] 1 0 0 
mio 1 000 1 0 1|" 
F000 0 1 0 1 1 
Bl Ba C3 el C5 Gp er ea 
Fl 1 100 0 0 0F, 
Fl 0 1 1 0 0 OlF, 
Fo 1 0 6 9 1 0 1|F, 
F000 00 1 0 1 Is, > 
FBFIo 1 1 | 1 0 0 0lF, 
RBF 0 100 1 0 ll 
四 B11 11010 1 || 和 需 余 行 { 舍 访 ,F,) 
4 二 下 站 | 1 0 1 1 0 || 宛 余 行 ( 舍 FF;). 
FBFIIT 0 0 1 0 0 1 IF 
FBFIO 1 80 1 1 1'0lF, 
FBREDBRIO0 0 | 1 1 | 0 ln 
FBEDBRI0 1 1 1 0 0 1 iir, 
FBEDRILl 0 1 0 1 | 0 
BRBDBRIl 1 0 1 0 | 1 全 机 
MBEDmBRO 0 1 1 0 1 1 OF 


从 9: 中 消去 元 余 行 即 得 余 固 和 矩阵 @， 
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el ea 3 ed ES Ce Cr ea 
Ril 1 0 0 600 
Fll1oo 1 10 000 
Flo 100 0 1! 01 
F0000 1 0 11 
Fl0 1 1 1 10 00 
rllto 100 101 
pl oo 10 011i. 
Filo 1 090 1 1 10 
Fi00 1 1 1 101 
Folo 1 1 1 0 0 1 1 
ull 0 1 0 1 1 10 
Flt 10 1 0 1 10 
Fal0 0 1 1 0 1 1 0 


§ 3.2 圈 基 和 祭 圈 基 


定义 3.5 有 佬 迹 疝 量 的 慨 大 无 关 组 称 为 圈 基 , 圈 基 所 合 向 量 个 数 称 为 圈 秩 .用 (0) 
或 5 表示 - 边 划 向 其 的 极 大 无 关 组 称 为 余 园 基 , 余 圈 基 所 含 向 量 个 数 称 为 余 曾 秩 , 用 C0) 
或 上 表示 ， 
定理 3.1 设 C 是 Com) 连通 图 , 则 
#7 一 十 1， (3.5) 
- e 一 1 一 | ‘3.6) 
证 ”图 6 的 基本 图 有 (tim 一 1% 十 1) 个 ,每 一 个 恰 会 一 条 弦 ,因此 基本 图 算 阵 相应 于 这 
些 弦 的 子 和 矩阵 是 Cm 一 4 十 1) 阶 单位 阵 , 故 基本 圈 向 量 是 独立 的 , 又 由 习题 2 31, 闭 迹 向 量 
可 巾 菇 本 团 向 量 表 示 , 故 基本 图 向 量 是 例 迹 向 量 的 慨 大 无 关 组 ,从 而 式 (3,5) 得 证 ， 

”图 6 的 基本 余 轿 有 (x 一 ,个 ,每 一 个 恰 合 一 条 树枝 ,因此 基本 余 圈 矩阵 相应 于 这 些 
树枝 的 子 窍 阵 是 (x 一 1) 阶 单 位 矩阵 , 故 基本 余 圈 向 量 是 独立 的 . 又 由 习题 2. 36 , 边 割 向 量 
可 中 基本 余 圈 向 量 表示 , 故 基本 余 图 向 量 是 边 割 向 堪 的 极 大 无 关 组 ,从 和 而 式 (3.6) 得 证 . 
定理 证 毕 . 

从 定理 3. ! 直接 得 到 下 面 两 个 推论 . 
推论 3.2 设 (x,m) 图 6 有。 个 连通 支 , 则 


1 一 丽 一 下 十 员 {3.7) 
= 0 (3.8) 
推论 3.3 设 连 通 (x,m) 图 6 的 圈 窍 阵 是 8, 余 圈 矩阵 是 8, 则 
t=m—i 十 1， 《3. 9) 
"(0) =#— 1, (3. 10) 


定理 3.4 ” 强 连 通 图 可 由 有 应 团 构 成 圈 基 . 
证 ” 设 G4m) 图 6 是 强 连通 的 , 需 证 图 G6 有 Gm 一 《十 中 个 独立 有 向 图 . 
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当 4 委 2 时 ,定理 是 明显 的 , 设 顶点 数 小 于 x(a > 2 定理 成 立 , 和 欲 证 顶点 炒 为 :定理 成 


长 


设 C= [ees we] 是 长 大 于 1 的 有 向 闵 通 道中 长 最 小 的 , 则 由 此 直接 推出 : 

(1) C 是 有 向 图 ， 

(2) C 上 和 伍 不 连续 两 个 硕 点 不 相 邻 ， 

(3) CC 上 连续 两 个 顶点 可 能 有 平行 边 . 
今 作 图 :去掉 边 ey,ez，…,e, 并 用 一 个 顶点 * 代 兰 C 上 * 个 顶点 ,不 在 C 中 且 与 0 关联 的 
边 ,以 相同 的 边 与 z' 相关 联 . 因为 强 连 通 , 所 以 0' 强 连通 , 且 

nf 之 |Fory] 一 一 站 十 1， 
m! 全 {ECO)| = me 
因为 六 1 ,所 以 wr 之 加 由 归纳 假设 ,C' 有 
He)=m—n 二] =m—n 

个 独立 有 向 轿 . 相应 地 得 出 G6 有 (Cm 一 #2 个 独立 有 向 圈 , 汪 加 上 C0, 构 成 6 的 Gm 一 x 十 外) 个 
独立 有 向 蔽 ， 证 毕 . . 

定理 3.5 车 有 向 图 0 没有 有 向 图 , 则 有 有 向 余 图 构成 的 余 赵 基 . 

证 ” 设 C 是 Cssm) 连通 有 向 图 且 没 有 有 向 圈 , 需 证 0 有 (Cs 一 1) 个 独立 有 向 余 转 . 

当 * 扫 2 时 定理 是 明显 的 , 设 顶点 数 为 & 一 1tx 沁 2) 时 定理 成 立 , 欲 证 项 点 数 为 n 定 
理 成 立 - 

若 任 一 顶点 都 有 长 太 于 1 的 有 向 路 , 则 

dt (DD) 1? EF), 

从 而 C 有 有 向 留 ,矛盾 . 故 存 在 顶点 ,从 * 出 发 的 最 长 有 向 路 的 长 为 1, 即 存在 顶点 :使 

《1 有 8 到 z 的 边 ,没有 x 到 yy 的 边 ， 

(2) dt (x) = 0. ! 《3. 11) 
今 作 图 2 ;去掉 y 到 x 的 所 有 的 边 , 并 用 一 个 项 点 x' 代 赫 顶 点 y 与 ;6 的 其 余 的 边 车 与 x 或 
关联 , 则 以 相同 的 边 与 x' 关联 . 容易 证 明 0 没有 有 向 需 , 不 热 , 设 0' 有 有 向 圈 C'. 因 为 0 
不 含有 向 圈 , 所 以 0 必 会 顶点 x', 义 WH 在 x 没有 环 , 故 0 至 少 合 两 条 边 , 换言之 ,在 C' 上 ， 
xz 有 出 氨 。 他 有 人 过 ez, 于 是 ,由 式 (3, 11), 在 图 0,e; 基 y 的 出 边 .因为 6 没有 有 向 图 ,所 
以 在 了 图 6,e 是 z 的 入 边 ,由 此 ,从 y 沿 eyes 到 zz 是 长 大 于 1 的 路 ,与 ?的 选取 和 矛盾， 

以 上 证 明了 C 没有 有 向 风 , 且 | 了 (Ci 一 “一 1 由 归纳 假设 ,2 有 (x 一 2) 个 独立 有 
向 余 圈 , 并 相应 得 出 8G 的 (x 一 2) 个 独立 有 向 剑 圈 ,再 加 上 

,5)] 

这 个 有 向 余 图 ,构成 6 的 G 一 1) 个 独立 有 向 余 圈 ， 证 毕 , 


$3,3 ”环流 和 势 差 


定义 3.6 设 和 是 (xsao 连通 有 向 图 ,8 一 41,2,…4m} ,车 
p= ) EE BR" 
满足 
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SD p= 2 pvET, (3. 12) 


LENt tp EN™ (ry) 
出 称 9 是 一 个 环流 ,每 个 外 称 为 i€ 理 的 流量 ,并 称 式 (3. 12) 为 守恒 律 - 当 g; 法 0, 表 示 流 
量 的 方向 与 边 i 的 方向 一 致 ; 当 gp 之 9, 天 示 流量 的 方向 与 边 i 的 方向 相反 . 
例 3.4 在 图 3.4 中 给 出 B= {1,2,…,8}， 
4 一 (5, 一 7,2,3,2,9,4,2)7, 经 验证 在 每 个 顶点 
都 满足 守恒 律 式 (3. 12) , 故 % 是 一 个 环流 . 
定理 3.6 设 3SrF,y 是 6 的 环流 , 则 


>) 二 > Ci). (3, 13) 


ENT LS) #E NT SY 

证 ”由 式 (3,12)， 
> 2 和 一 > ?gp 3.14) 
En EYE 


图 3.4 环流 名 

车 边 i 的 两 个 端点 都 在 5 中, 则 边 i 是 一 个 端点 的 出 边 , 另 一 个 端点 的 入 边 , 故 式 
(3.14) 中 左右 两 边 相 消 ,从 而 式 53. 13) 得 证 。 ”证 毕 . 

定理 3.7 设 0 是 (x,m) 连通 有 向 图 ,4 是 关联 矩阵 , 则 9 E 到 是 环流 的 充 要 条 件 是 

4p = 0. 《3. 15) 


证 ”对 每 个 EFCG) 有 
4 二 > 由 一 > Py 
jENttn) jy Im 
于 是 ， 
多 是 环流 < 式 43. 127 成 并 
< 0 EE FO) 
< 全 式 (3. 15) 成 并， 


证 些 ， 
例 3.5 由 例 3.4 的 有 疝 图 和 和 环流 9, 验证 定理 3. 7， 
事实 上 ,由 例 3.4 有 
5 
el Cs ea es bs ee e 6 一 了 
| 1 1 0 0 0 0 0 2 
wl—1 0 0 1 1 0 0 0 3 一 
4 一 = 0, 
[| 几 0 一 1 一 上 0 ] 一 1] 4 2 
v, | 一 | 0 0 0 一 1 0 1 9 
vs (0 0 0 0 一 1 0 ] 一 外 4 
2 


定理 3.8 有 疝 图 的 闭 迹 河 量 是 环流 ， 
证 ” 设 4 是 有 疝 图 6 的 关联 矩阵 ,2 是 闭 迹 , 则 对 每 个 v€ VC),w, 恰 好 与 C 的 两 条 
边关 联 , 且 有 如 下 两 种 博 形 . 
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(1) 两 条 边 对 4 一 是 出 边 , 一 是 入 边 , 此 时 4 的 相应 分 量 一 个 “十 1” 一 个 “一 1” 而 C 
相应 的 闭 迹 向 量 “的 分 量 是 两 个 "十 1” 或 两 个 "一 1”, 于 是 4.., 二 0. 

(2) 两 条 边 对 v 都 是 出 边 或 入 边 .此 时 4. 的 相应 分 量 是 两 个 “十 1" 或 两 个 "一 1” ,而 
0 相应 的 闭 迹 启 量 # 的 分 量 是 一 个 “十 1”, 一 个 “一 1”, 于 是 4 一 0. 

以 上 证 明 4 二 0,5 所 VOO) ,因为 相应 于 BCO)\B8CO) 的 分 量 都 是 零 , 故 4;-, 一 0,w 
和 TO ,所 以 4. 一 0, 即 是 环流 、 证 上 毕 

定理 3.9 设 6 是 人 ve) 连通 有 向 图 , 则 5 的 每 个 环流 能 表 为 图 基 的 线性 组 合 ， 

证 ” 设 p 是 6 的 一 个 环流 ,7 是 C 的 生成 笃 , 适当 选择 基本 图 的 方向 ,使 基本 图 向 量 
ps1 相应 于 驼 的 分 量 构 成 单位 扯 阵 . 考虑 环流， | 


Vp 2) pa (3, 16) 


则 下 一 0 E BB(T). 于 是 yw ir 是 了 上 的 环流 ,由 习题 3,5,y |r 一 0, 从 而 w 一 0. 再 由 
式 {3.16) 有 
p= 
四 i 路 ETT) 
故 得 证 ， 
由 定理 3. 9 直接 得 出 
推论 3.10 ”环流 由 余 树 唯一 确定 ， 
定义 3.7 设 8= (TV, 局 是 wm) 连通 有 向 图 ,PF 二 {1,2,…… ,a ; 则 
= (mT, 
称 为 的 位 势 ,有 称 为 顶点 i 的 位 势 . 
设 e = (站, 今 
UA 《3, 17) 
则 0. 萄 为 边 e 的 势 差 ,98 一 (0,),es 称 为 0G 的 势 差 . 
由 定义 ,位 执 7 是 VP 到 六 的 函数 ,执着 0 是 到 六 的 函数 , 设 4 是 图 C 的 关联 矩阵 ， 
刘 式 (3. 17) 的 抢 阵 形式 是 ， 
0 一 一 dx， 《3. 18) 
例 3.6 在 例 3.4 的 有 向 图 0 中 , 设 位 氛 为 
T= 1,3,5,7,9)", 
则 由 式 (3, 18) 得 & 的 热 盖 


] 一 1 0 0 0 2 
1 0 y 1 0 I 6 
1 0 ~—|l 0 0 4 
go arno 1! 1 一 1 0 0 |- 2 
1 0 0 一 1 6 
0 0 1 一 1 0 , 2 
0 0 一 1 0 1 一 二 
0 0 D l 一 上 2 


定理 3.11 设 9 是 (x,m) 连通 有 向 图 ,0 和 天 , 则 0 是 势 差 的 充 要 条 件 是 ,2 正 交 于 每 
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个 圈 向 量 六 
证 ”必要 性 设 避 一 [Pt] 是 一 个 图 ,其 图 向 量 是 x, 而 0 的 顶点 序列 是 

坟 : 训 so" 则 
和 页 一 Ai 一 宛 


A 二 


i = Ty 一 邢 i 

于 是 向 量 4 与 8 的 内 积 (4,6) 二 0, 
充分 性 ”用 下 列 规则 对 所 有 顶点 标号 ， 
规则 1 任 取 顶 点 ji, 诛 癌 为 到 一 0. 
规则 2” 设 顶 点 i 已 标 ,j 未 标 ， 

(1) 车 有 8 二 GG 让, 标 j 为 二 区 十 从 
(2) 车 有 e 二 (站, 标 7 为 4 二 i 一 以， 

由 此 ,每 个 顶点 都 从 un 得 到 一 个 标号 , 下 面 证 明 每 个 项 点 的 标号 是 唯一 的 . 

设 从 名 分 别 沿 两 条 路 与 疡 标 到 顶点 六 相应 向 量 设 为 由 与 尼 , 则 顶点 了 所 得 标号 分 

别 为 (由 ,人 与 (0 若 ( 由 0 天 《9 , 则 

《 间 一 大 人 天 由 {3. 19) 

因为 由 一 六 是 闭 迹 向 量 , 而 闭 迹 能 分 解 为 边 不 交 的 圈 之 并 ,所 以 从 式 53. 19) , 必 有 图 向 量 

4 使 (jy,9) 和 关 0, 了 矛盾 证 毕 ， 

例 3.7 在 例 3.4 的 有 向 图 0G 有 图 C = [eevesyei], 其 图 向 草 是 
站 一 《一 1,10, 一 1,0, 一 1)0,0)77， 
另 一 方 而 ,在 例 3. 6 中 给 出 同一 个 有 向 圈 和 的 势 差 
0 一 (2,6,4,2,6,2,， 一 4,2)7， 

容易 验证 以 ,97 一 0. 
定理 3, 12 有 向 图 的 边 割 向 量 是 势头 ， 

证 ” 设 C 是 一 个 圈 ,NtS) 是 一 个 边 割 , 则 CC 与 NC5) 的 公共 边 成 对 出 现 , 且 有 如 下 两 

种 情形 . 

(1) 每 对 公共 边 在 (5S) 中 同 向 ,在 C 中 反 向 ,此 时 入 (58) 的 边 割 向 惊 的 相应 分 其 为 两 

个 “十 1” 或 两 个 “一 1”,C 的 图 向 基 的 相应 分 量 为 一 个 “十 1”, 一 个 “一 1", 

(2) 每 对 公共 边 在 WC(5) 中 反 向 ,在 C 中 同 向 ,此 时 六 (3)7 的 边 割 向 量 的 相应 分 量 为 一 

个 “十 1” 一 个 “一 410 的 圈 向 量 的 相应 分 量 为 两 个 "十 1” 或 两 个 “一 1” 

元 论 出 现 何 种 情形 , 边 割 向 景 与 图 向 量 的 内 积 都 等 于 零 , 故 边 割 向 量 是 势 差 。 证 毕 . 
定理 3.13 设 CG 是 (em) 连通 有 向 图 , 划 G 的 每 个 势 差 能 表 为 余 团 基 的 线性 组 合 . 
证 设 8 是 6 的 一 个 势头 ,7 是 6 的 生成 料 . 适当 选取 基本 余 圈 的 方向 ,使 基本 余 圈 向 

量 六 ,… ,相应 于 树枝 的 分 量 构成 单位 矩阵 . 考虑 热 差 六 ， 

VA0— Yoy, C3, 20) 


iE ET] 
则 名 == 0,iE BOT). 设 相应 的 位 势 是 x , 即 
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m= An', . (3.21) 
因为 1; = 0， 所 以 对 所 有 顶点 ; 所 VO) ,zt 是 常数 , 故 由 式 (3.2]) 得 = 二 0, 青 由 式 
《3.20) 有 


d= Yby, 


EFT) 

证 毕 . 

由 定理 3. 13 直接 得 出 ， 

推论 3. 14 ” 势 差 由 生成 桂 唯 一 决定 . 

$3.4 圈 空 间 和 余 圈 空间 

设 8 是 (s,m) 连通 有 向 图 ,并 令 

J 全 {fo my 是 0 的 环流 }， 
日 全 10 rl0 是 6 的 势 着 }， 

利用 定理 3.7 容易 得到， 

(1) (piu pa) ED ~ {gp pr) EB, 

(2 aE RPEB ~ pte 
因此 , 东 构 成 一 个 线性 子 空间 . 同样 ,由 定理 3. 11 可 得 台 也 是 一 个 线性 子 空间 . 

定理 3.15 线性 子 空间 作 是 由 图 基 生 成 的 子 空间 , 线性 子 空间 台 是 由 余 圈 基 生 成 的 
子 空间 . 

证 ”出 定理 3.8; 圈 向 量 是 环流 , 又 由 定理 3.9 ,每 个 环 访 能 表 为 图 基 的 线性 组 人 台 . 因 
此 ,是 由 图 基 生 成 的 于 空间 . 同样 由 定理 4 12 和 定理 3. 13,8 是 由 余 图 基 生 成 的 子 空间 ， 
证 毕 . 

由 定理 3. 15 可 得 如 下 定义 : 

定义 3.8 设 0 是 (n,m) 连通 有 向 图 ; 则 称 乡 为 9 的 图 空间 ,区 8 为 6 的 余 图 空间 . 

定理 3. 16 余 圈 空间 台 是 关联 和 矩 阵 4 的 行 空间 ,如 4 的 行 向 重生 成 的 子 空间 . 

证 由 式 (3.18) ,8E€ 牛 是 势 姜 的 充 要 条 件 是 ,0 是 关联 答 阵 4 的 行 向 量 的 线 福 组 合 . 
故 得 证 . 

定理 3.17 轿 空 间 多 和 余 轿 空 间 8 互 为 正 交 补 ， 

证 ” 设 4 是 关联 矩阵 , 则 


pESSSAP=0 (定理 3, 7) 
pd) = 0 Yi 
p= 0 (定理 3. 1]0) 
< Ed 《定理 3. 11) 
故 得 证 ， 
定理 3.18 设 6 是 (4,m) 连通 有 向 图 , 则 线性 子 空间 各 的 维 数 dim@ 与 8 的 维 雪 dim8 
满足 
dim + dima 一 m. (3, 22) 


证 ”由 定理 3.15,dim 即 圈 秩 ,dim@ 即 余 圈 秩 ,表册 定理 3.1 得 式 (3. 22). 证 毕 . 
65 


设 8 是 (4,m) 连通 有 向 图 ,4 是 关联 抢 阵 , 则 由 定理 3. 7， 
B= {ge PAp = 0)}. 
因此 ,我 们 称 dim 有 为 图 的 零 庆 . 又 由 式 (3. 18)， 
6= 1 一 一 drlrE i}. 
因此 ,我 们 称 dime 为 图 6 的 秩 . 于 是 ,从 上 面 的 讨论 得 到 
图 8 的 零度 = 围 空 间 的 维 数 = 轿 秩 ; 
图 6 的 秩 = 余 转 空间 的 维 数 = 余 圈 秩 = 关联 矩阵 的 秩 . 
定义 3.9 车 一 个 矩阵 的 行 向 量 是 匿 空间 ( 余 围 空间 ) 的 基 , 则 称 该 年 阵 为 转 空 间 ( 余 
圈 空 间 ) 的 基 气 阵 . 
由 定理 3. 15 和 定理 3. 16, 基 本 圈 和 矩阵 是 圈 空 间 的 基 窍 阵 ,基本 余 圈 矩阵 和 基本 关联 
和 矩阵 都 是 余 圈 空 间 的 基 和 矩阵. 
设 4 是 一 个 矩阵 ,其 列 由 图 6G 的 边 集 吾 标 出 . 若 $S 了 , 则 .48 表示 4 的 由 & 标 出 的 子 
和 矩阵, 
定理 3.19 设 8= (V ,8) 是 (n,m) 连通 有 向 图 ,好 是 如 的 基 矩 阵 ,C@ 是 征 的 基 和 矩阵 ， 
记 吾 , 则 
(1) X15 的 列 无 关 < 寺 > 0[LS] 不 含 圈 ， 
(2) 218 的 列 无 关 <> CS] 不 含 余 圈 . 
证 (1) 于 | 的 列 相关 , 当 且 仅 当 存 在 上 函数 使 


| 天 0D, 3 e 所 入 ， 
14 四 一 0VYeE RS， (3, 23) 
| Dj pM. = 0， 
re 上 志 

即 存在 上 土 消 数 g 使 . 
9 天 1， 《3. 24) 
钊 | ra = 0, _ 《3. 25) 
Mp = 0. (C3, 26) 


由 定理 3.17, 式 (3. 26) 表示 yg 是 环流 , 式 (3. 24) 与 (3. 25) 表示 op|3 是 GL5] 的 非 零 环流 ， 
于 是 我 们 得 到 ,M18 的 列 相关 , 当 且 仅 当 Gf5] 有 非 零 环流 , 再 由 习题 3. 4,M18 的 列 相关 ， 
当 且 仅 当 GC8] 会 图 . - 
定理 3, 19(2) 由 读者 自 证 (习题 3. 15)， 
于 是 定理 得 证 ， 


$3.5 ”应 用 一 -生成 树 的 数目 


定理 3.20 设 8 是 (x,m) 连通 有 向 狼 , 凡 是 B8 的 基 抢 阵 ,C 是 名 的 基 矩 阵 , 以 Ce) 或 
f 表 示 @ 的 生成 树 的 数目 , 则 
(1) fo) = MM 的 满 阶 非 奇 异 子 方 阵 的 数目 ， 
《2) re) = 的 满 阶 非 奇 异 子 方 阵 的 数目 ， 
证 设 SSE Be), 则 
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(1) 好 3 是 对 的 满 阶 非 奇 异 子 方 阵 


>0L51 不 含 图 ,1SI| 二 * 一 1 (定理 3. 19) 

< 一 GL3] 是 生成 树 ， (定理 2. 1) 
(2) CIs 是 C 的 满 阶 非 奇异 子 方 阵 

< 二 >G[5] 不 含 余 圈 ,S| 二 mn 一 # 十 1 (定理 3.19) 

二 >0 一 连通 ,18(G 一 如 | 二 4% 一 1 (定理 1, 11) 

>0 一 5 生成 树 , (定理 2. 1) 


故 定 理 得 证 . 

设 4 是 连通 有 向 图 ,生成 树 T 对 应 的 菇 本 圈 和 矩阵 是 0, 藉 本 余 圈 矩阵 是 六. 我们 总 可 以 
适当 选择 固 与 余 圈 的 方向 ,使 基本 图 簿 阵 相应 于 连 枝 的 子 矩 阵 是 单位 矩阵 ,基本 余 固 答 阵 
相应 于 树枝 的 子 矩 阵 是 单位 抢 阵 , 在 定理 3. 9 和 定理 3. 13 的 证 明 中 就 是 这 样 作 的 , 凡 连 
通 有 向 图 的 基本 圈 和 矩阵 各 臣 本 余 固 矩阵 ,我 们 总 作 这 样 的 假定 ,而 不 再 加 以 说 明 . 

定理 3.21 设 生成 树 了 ;的 基本 轿 和 矩阵, 基本 余 圈 簿 阵 Miti 二 1,2, 则 

(1) Mz = CM2|T,)M, 

(2) 加 ~— (OFT)0,, 

其 中 而 是 四 的 余 树 ， 
证 (1】 因为 Mi ,Ms 都 是 余 圈 空间 的 菇 各 阵 , 所 以 有 潢 夸 阵 了 使 Ms = PM. 于 是 
MalT) = {PMD) IT = POM 和) = P, | 
Mi = Pi = (MilT DA 

定理 3.21(2) 由 读者 自 证 (习题 3. 18). 

于 是 定理 得 证 . 

定义 3,10 称 矩 阵 4 是 单 模 的 , 若 4 的 满 阶 子 式 都 是 0 或 1 或 一 上 1. 称 矩阵 4 是 全 单 
模 的 , 若 4 的 各 阶 子 式 都 是 0 或 1 或 一 1. - 

定理 3. 22 ”有 疝 图 的 基本 国 和 抢 阵 和 基本 余 圈 矩阵 都 是 全 单 模 的 . 

证 “基本 圈 和 矩阵 的 全 单 模 性 作为 练习 (习题 3. 20), 今 证 基本 余 园 矩阵 的 全 单 权 性 . 
为 此 ,不妨 没 6 是 连通 有 向 图 ,相应 于 生成 树 ? 的 基本 祭 圈 第 阵 是 好 ,P 是 好 的 任 一 满 阶 子 
方 阵 , 由 定理 3. 20, 有 生成 树 呈 使 了 一 开设 好: 是 由 生成 树 也 决定 的 基本 你 围 矩 阵 ， 
则 由 定理 3. 21， 

M = (NM|TI)M,, 
于 是 
MIT = (MIT CM |TY. 
MIT 是 单位 阵 
dett MIT detC HM T= 1 
于 | 下 与 Mi|T 是 整数 矩阵 
detP = dett HH|TI) 一 十 1 

“如 是 单 模 的 . | 

现在 用 归纳 法 证 明 的 金 单 模 性 . 设 P. 是 民 的 阶 于 方 阵 . 当 + = 二 1, 因为 必 的 元 是 
0 或 1 或 一 1 所 以 detP; = 二 0 或 1 或 一 1. 想 设 当 各 地 宇 1) 时 ,detPi 一 0 或 1 或 一 上 
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今 设 一 上 十 1, 有 两 种 情形 . 
(1) Pw: 含有 MIT 二 7 单位 阵 ) 的 列 , 该 列 至 多 一 个 1, 其 余 的 元 都 是 0. 若 全 为 零 , 则 
detp 一 避 若 从 有 一 个 1, 则 按 该 列 展 开 , 由 归纳 假设 ,detP 二 0 或 1 或 一 1. 
[2)》P 全 由 诸 | 王 的 列 组 成 ,不 妨 设 Pir 在 好 的 左上 和 角 , 即 
A 而 a {Pt * 
MA MT, MND A (eo ， 路， 
令 村 | 五 的 前 忆 十 1 列 ,加 上 型 | 开工 的 后 人 一 上 一 2) 列 构 成 浅 的 满 阶 子 方 阵 了 ; 即 
P= (se lire de) 
由 行列 式 的 性 质 , 有 detP = detP+ 因为 好 是 全 单 模 的 ,所 以 detP = 0 或 1 或 一 1 故 
detP 一 0 或 1 或 一 1. 
证 毕 ， 
定理 3.23 设 C 是 (mw) 连 通 有 向 图 ,相应 于 生成 树 了 的 基本 圈 短 阵 是 斑 , 基 本 余 转 
短 阵 是 全 , 则 
t= detBrhy = det 人 HT。 
证 ”利用 行列 式 的 Cauehy 公式 ; 设 4xsyBax 出 
detAB = DdetAdeth,, . (3, 27) 


其 中 

4 是 4 的 4 列 构成 的 4 阶 子 方 阵 ， 

识 是 上 8 的 相同 标 导 的 # 行 构成 的 x 阶 子 方 阵 , 
在 式 (3.27) 中 ,用 地 代 4, 用 他 代 8B, 则 有 


derdQf = > (det(Q| 8)), 《3. 28) 
I 
因为 @ 是 单 模 的 ,所以 
0， | 奇异 ， 
det(Qr [SY) = | (3. 29) 
" 士 ]， |8 非 奇异 . 


把 式 (3, 29) 代入 式 (3, 28) 即 得 
detgy 他 二 》， {det(Q15))* 一 (由 定理 3. 20) 
SCE _ . 


i 
同样 ,由 式 (3. 27) 和 BB 的 单 模 性 ,可 得 
diet 瑟瑟 = t. 
证 毕 ， 
定理 3.24 设 山 是 (xm)y 连通 有 向 图 的 基本 关联 答 阵 , 则 
T= detdrd?, 
证 ”因为 由 是 余 转 空间 的 基 犯 阵 , 由 定理 3. 20 有 
f 一 山 的 满 阶 非 奇异 于 乍 阵 的 数目 ， (3. 30) 
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于 是 


detAA = (det(418)) . ( 式 (3.27)) 
sl 
= >) (习题 3, 21) 
SE 
[#1|="—1 
如 13 非 奇异 
一 T， ( 式 (3, 30)) 


证 毕 . 

$ 3.6 ”应 用 一 一 矩阵 之 间 的 关系 

设 6 是 (xm) 连通 图 ,其 关联 矩阵 ,基本 关联 矩阵 , 圈 矩 阵 ,基本 图 矩阵 , 余 贺 抢 阵 和 
基本 余 轩 矩阵 分 别 是 4,4,B,B1,8 和 gr 

在 83.1 指出 ， 


对 冻 芝 
Br 一 了， 


对 条 区 
0 — 日 ， 


相反 的 向 题 是 利用 对 称 差 求 Bj 与 8. 设 8 召 (0), 则 
B11S 的 列 独立 < 全 5 的 边 是 连 灶 ， (习题 3. 33》 
个 | 有 的 列 独立 < 二 5 的 边 是 树枝 ， (可 题 3.31) 
入 的 列 独 并 > 万 的 边 是 树枝 ， (习题 3. 28) 
因此 , 当 


时 , (I *) 即 Br; 当 


时 ,< x*) BQ. 
由 于 刀 与 都 是 余 圈 空间 8 的 基 和 矩阵 ,所 以 


对 称 鉴 
Ar > Wi 
例 3.8 在 例 3. 2 中 得 到 图 3.2(a) 的 圈 矩 阵 是 
1 1 100000 
0 0 0 1 |! 0 1 0 
B= ， 
0000 1 101 
000 10 1 11 


试 求 基本 图 ， 
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1 1 1 0 0 8 0 0 111i 
B 0 0 1 1 0 1 0 0 0 01 
[3 一 = 
oo0001lrioilles 1 %° 3? 
0 0 0 0 
0 0 0 1 0 1 1 1 
1 1 i100 nn 
000 1 1 0 1 0 
时 
0 8 0 0 1 1 0)] 
0 0 0 0 0 0 0 0 
Bl ez ea EE: ts Be Er Bn 
上 Br 一 


RD 


0 0 0 0 1 1 0 1 


SE 基本 轿 是 0 = [eisesses C2 一 [ersesrer ,Os = [es ,es ea). 


定理 3.25 设 0 是 (1m) 连通 图 , 刚 在 模 2 高 义 下 
AB” = 0, 
QB7 = 0. 
定理 3. 25 的 证 明 作 为 练习 (习题 3. 26 与 3. 27)， 
定理 3.26 设 C 是 (*m) 连通 有 向 图 ,出 
4B7 一 0， 
QB = 0. 


[3 


i 


二 


{3,31) 
(3, 32) 


证 ”由 定理 3. 16, 余 贺 空 间 如 是 4 的 行 空间 ;由 定理 3.15,& 是 8 的 行 空间 , 圈 空 间 
未 是 吾 的 行 空间 ;由 定理 3. 17,@ 与 下 瑟 为 正 变 补 ; 于 是 式 (3, 31) 与 (3, 32) 成 立 。 证 毕 ， 
设 C 是 (rm) 连通 图 ,T 是 生成 树 ,了 是 余 树 , 则 可 把 ,Bi 与 4; 写 为 分 据 形 式 ， 


A AD, TD) 人 4,1 ,4,2)， 
By A CBT, BT) a (Tb.), 
Qi 全 (QF,Q|T) 全 (O71 71). 
定理 3.27 设 0G 是 (x,m) 连通 有 向 图 . 
《1) 当 G 是 有 问 图 ,有 
人 一 一 Bris’ = da dj, 
Qr = A 
{2) 当 G 是 元 南 图 ,有 
Or = Bg’ = dys A 


Q = de! 


证 ”对 无 向 图 的 证 明 读 者 自 证 (习题 3. 41). 今 设 C 是 有 向 图 . 


Tent! 


人 0 一 7 一 《dy 4 了 
Bi,s 


}= 1 十 Ay.2B4.27 


。- Br2’ =— ds dy 


《3. 33) 
(3. 34) 
《3. 35) 


《3. 36) 


{3, 37) 


(3, 38) 
(3, 39) 


ul 


0 = QB = (CO: 二 (人 j= Qi + Bre” 


a Qi =— Be’ = djs” A 
故 式 (3. 36) 得 证 , 将 此 结果 代入 式 (3. 35), 有 
i = (Ara lids) = da Aphis) = hd, 


故 式 53. 37) 得 证 ， 证 毕 . 
习 题 三 
3.1 在 图 3.5 中 给 出 图 6 的 生成 树 7, 求 基本 加 乍 阵 和 图 矩阵 ， 


图 3.8 Ca) 图 (8) 生成 树 了 了 
3.2 在 避 3.6 中 给 出 上 虽 和 利生 上 丰 侍 了 , 求 基 本 必 向 征 阵 和 余 国定 库 。 


E> Ni 


图 3.6 tw 图 0 生成 树 T 
3.3 设 6 连 通 有 河 图 ,车 6 没有 有 向 余 圈 , 则 G 有 有 向 圈 柳 成 的 图 世 . 
3,4 ”有 向 图 6G 有 医 的 充 要 条 件 是 G 有 非 零 环流 . 
3.5 设 G 连 通 有 向 图 , 浊 6 的 医 础 图 且 树 的 充 要 条 件 是 6 只 有 零 环流 . 
3.6 在 图 3.7 中 弹出 环流 w, 生 成 树 了 了， 试用 基本 图 打量 表示 环流 yp 


图 3.7 (0) 环流 《5 生成 树 了 


7 了 1 


3.7 设 G 是 (n,m) 有 向 图 ; 则 ppE€ 六 
是 非 负 环流 的 充 要 条 件 是 ,jp 能 表 为 有 向 
圈 基 的 非 负 组 合 . 

3.8 在 图 3.8 中 给 出 非 负 环流 , 试 
把 ? 表 为 有 向 圈 基 的 非 负 组 合 . 

3.9 有 疝 图 4 有余 圈 的 充 要 条 件 是 
4 有 非 零 势 差 . 图 3.8 

3.10 ”在 图 3.9 中 给 出 势 差 0, 生成 树 了 ,试用 基本 余 圈 向 量 表示 执 差 4. 


Lf 人 LA 


图 3.9 (a) 势 差 8 纪 ) 生 戒 因 了 
3.11 设 G 是 (4,m) 有 向 图 , 则 2E Rr 是非 久 势 差 的 充 要 条 件 是 ,0 能 表 为 有 向 余 图 
基 的 非 负 组 合 ， 
3.12 在 图 3.19 中 给 出 非 负 势 差 0, 试 把 0 表 为 有 向 余 较 基 的 非 负 组 合 . 


图 3.10 
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3. 13 ”给 定 有 向 图 3. 11 和 余 树 至 上 的 流量 ply, 试 扩充 为 图 6 的 环流 . 
和 


图 和 11 (Ca) 图 6 (5) 余 树 的 流量 wir 
3.14 给 定 有 向 图 3. 12 厚生 成 树 了 上 的 势 其 01 了 , 试 扩充 为 图 妇 的 势 差 ， 


图 3.12 (9) 图 (生成 树 的 热 羞 别 字 
3, 15 ”证 明定 理 3. 19 之 (2)， 
3.16 ”如 图 3.13, 给 定 图 6 的 生成 树 T, 利 用 定理 3.20(1) 求 6 的 所 有 生成 树 . 


(2) {b) 


图 3.13 (oa) 图 如 (0 生 或 树 宁 

3. 17 ”如 习题 3, 16, 利 用 定理 3. 20(2) 求 G 的 所 有 生成 椅 . 

3. 18 证 明定 理 3. 21 之 (2)， 

3. 19 ”如 习题 3.16, 已 知 生成 桂 个 二 [eeeolj, 今 再 给 定 生成 树 条 = [ee,e] ,并 
以 此 验证 定理 3. 21 的 结果 . 

3. 20 ” 试 证 基本 园 矩 阵 是 全 单 模 的 ， 

3.21 ” 试 证 有 向 图 的 关联 算 阵 是 全 单 模 的 ， 

3,22 ”由 定理 3. 23 和 定理 3. 24 ,分 别 利用 基本 团 矩 阵 , 基 本 余 轩 矩 阵 和 关联 矩阵 计 
算 TCR3,2)， ， 
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3.23 设 品 是 简单 图 , 试 证 @ 的 英 联 矩阵 4 是 全 单 模 的 , 当 且 仅 当 和 是 偶 图 . 
3.24 (1) 利用 关 圈 纸 阵 证 明 ttK,)》 一 m ?， 
(2) 面 出 KK 的 所 有 生成 树 , 验 证 517， 
3.25 (1) 利用 美 联 算 阵 证 明 ro) 一 王 
(2) 画 出 天 的 所 有 生成 树 ,验证 (1). 
3.26 ” 设 (,m) 连通 图 6 的 美 联 和 矩阵 和 圈 短 阵 分 别 是 4 和 8, 则 在 模 2 意 闵 下 有 
AB” 一 0. 
3.27 设 G,m) 连通 图 5 的 图 矩阵 和 余 圈 宅 阵 分 别 是 刀 和 咏 , 则 在 懂 2 意义 下 有 
ez = 0, 

3.28” 设 Gm) 连通 图 6 的 基本 关 峰 矩阵 是 和 ,5S 守 BC6), 则 hIS 是 满 阶 非 奇异 子 方 
阵 的 充 要 条 件 是 ,GL5] 是 生成 树 . 

3.29 ” 设 G,m) 连通 图 6 的 基本 关联 年 阵 是 汕 , 是 闭 迹 , 则 十 1e 的 列 相关 ， 

3.30 利用 习题 3. 28 求 KK 的 所 有 生成 树 . 

3.3] 设 (,m) 连通 图 5 的 基本 余 圈 短 阵 是 Qj15 守 BC), 则 和 是 满 阶 非 奇异 子 方 
阵 的 充 要 条 御 是 ,GL5] 是 生成 树 ， | 人 

3. 32 利用 习题 3, 31 求 玉 2.s 的 所 有 生成 树 ， . 

3.33” 设 tn,m) 连通 图 6 的 基本 圈 算 阵 是 妃 ,$ 守 CG), 则 BB|S 是 满 阶 非 奇 异 子 方 阵 
的 充 要 条 件 是 ,GLENS] 是 生成 树 ， 

3.34 利用 习题 3. 33 求 天 ss 的 所 有 生成 树 . 

3.35 ” 设 连通 有 向 图 6G 的 基本 圈 矩 阵 和 基本 余 圈 矩阵 分 别 是 志和 和 7, 则 


Br 
(0) 一 士 d 。 
下 ef] 
3.36 ” 设 连 通 有 向 图 6 的 基本 关联 组 阵 相 基本 圈 挫 阵 分 别 是 汕 和 有 Bi; 则 
rt0) 一 土 set[ 9 
时 四 


3.37 贡 下 而 的 全 拓 隆 0 


忆 所 “ 
-一 一 一 一 / - 


el Py ea eu Cs ea Cr Cs 

Fl |! 1! 0 0 0 0 

Fll 9 0 1 1 0 0 
Fl0 1 0 0 0 1 0 1 
Rio 8 0 0 1 9 1 1 
Fo 1 1 1 1 0 .00 
mi 1 00 1 01 

4 一 FL00 | 00 1 是 ， 

mIo0 1 0 1 1 0| 
mI0 0 1 1 1 Lo 
Fol0 | 1 | 9 8 上 
Full 0 | D 1 1 1 0 
Fail 1 0 1] 9 1 1 
Fal0 0 1 1 0 1! 1 0 


7 了 4 


求 基本 余 图 矩阵 ,并 写 出 对 应 的 生成 树 和 基本 余 圈 . 
3. 38 ”给 出 图 G 的 关联 短 阵 4 求 林 本 余 圈 短 阵 ,并 写 出 对 应 的 生成 笠 相 基本 祭 轿 ,这 
里 


0 
1 
0 
0 
l 


一 一 


0 
0 
[ 
i 


一 
一 
DD 
一 一 号 己 


1 
1 
A4 二 10 
0 
0 


3.39 ”已 知 图 G 的 圈 和 矩阵 B， 


3 
中 
时 
ra 
如 
号 
Ps 
总 
nn 
Ss 
nm 
只 
ea 
本 
mm 
[3 


Ol 
Ca 
Cs 


[es 

I 

总 
一 
一 
DD 一 
一 
二 于 
= 
这 一 
一 


1 
求 基本 图 窍 阵 ,并 写 出 对 应 的 生成 树 和 亲本 图， 
3.40 ”已 知 连通 图 6 的 基本 余 轿 ， 
而 = [eeser ses], 
FF: = [ez esyes]， 
Fs = [eyerres yes], 
- F, = [es ,er ,es }. 
试 求 基本 关联 答 阵 和 关联 答 阵 . 
3.41 证明 定理 3.27 之 (2)， 
3.42 由 图 3.5 的 无 向 图 4G 和 生成 树 了 ,验证 定理 3. 27(2)， 
3.43 由 国 3.7 的 有 向 图 4 和 生成 树 字 ,验证 定理 3. 27(1). 
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第 四 章 。 匹配 及 其 应 用 


$84.1 最 大 匹配 


定义 41 设 6=(F2) ,ESB 若 好 的 边 互 不 相 邻 , 则 称 对 是 如 的 一 个 匹配 ,于 的 
边 称 为 匹配 这 ,BA 的 边 称 为 自由 边 .车 (u,v》E€ NL, 则 称 a( 或 w) 是 区 或 的 配偶 , 若 顶 
点 ?与 对 的 一 条 边关 联 , 则 称 ” 是 好 - 饱和 的 ;否则 称 为 M- 非 饱和 的 . 设 好 是 一 个 匹配 ， 
若 每 个 顶点 都 是 M- 饱和 的 , 则 称 对 是 完美 匹配 - 设 MM 是 一 个 匹配 ,者 不 存在 匹配 好 ' 使 
1 | > | 如 | , 则 称 开 为 最 大 匹 瑟 . 

由 定义 ,在 讨论 图 如 的 丐 配 时 ,只 需 考 虑 图 C 的 基 图 ， 

例 4.1 从 定义 即 得 完美 匹配 必 是 最 大 匹配 ,而 友之 不 真 - 如 图 4. 1a) 的 匹配 (匹配 
边 用 粗 线 表示 ,证 同 ) 是 最 大 匹配 伍 不 是 完美 匹配 ,实际 上 该 图 没有 完美 匹配 . 图 4. 102) 
的 比 本 是 完美 下 中 ;自然 也 是 最 大 多 本. 


ta} ib) 


图 4.1 tw) 最 大 匹配 0%) 完美 匹配 

例 4.2 一 飞行 大 队 有 + 个 飞行 员 , 每 哥 飞 机 需 2 名 飞行 员 , 由 于 技术 水 平等 原因 ,有 
的 飞行 员 不 能 同时 驾 一 加 飞机. 间 在 一 次 飞行 中 同时 起 飞 的 飞机 最 多 多 人 少 操 ? 

解 ”把 飞行 员 作 为 顶点 ,两 个 便 点 相 邻 , 当 且 仅 当 两 个 飞行 员 能 同时 加 一 架 飞 机 , 由 
此 得 到 图 6, 问题 转化 为 求 6 的 最 大 匹配 . 

例 4.3 有 个 人 欲 应 聘 « 件 工作 . 每 个 人 按 自 己 的 意愿 至 少 选 择 一 件 工作 应 聘 , 问 
能 否 使 每 个 人 都 按 自己 的 意愿 应 聘 ? 

解 ” 把 x 个 人 作为 硕 点 集 生 = {zi yx) ,把 x 件 工作 作为 顶点 集 Y 了 二 yy} 
与 yy 相 邻 , 当 且 仅 当 人 zz, 应聘 了 工作 yy. 由 此 得 到 偶 图 6 = (X,Y 了 ,到 ,向 题 转化 为 求 6 的 完 
美 匹配 ， 

定理 41 设 叶 与 MM' 是 图 6 的 两 个 不 同 的 匹配 , 令 瑟 会 (TV, 图 M'), 则 开 的 连通 
支 是 下 列 三 种 情形 之 一 . 

(1) 是 一 个 孤立 点 ，; 

(2) 是 一 个 圈 , 其 边 交错 于 开采 M'; 
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(3) 是 一 条 路 ,其 边 交 错 于 时 和 邮 '， 
证 每 个 EF,v 至 多 与 必 或 M' 的 一 条 边关 联 ， 表 dn) 二 0 或 ] 或 2. 
车 dtv) 一 0, 则 ”是 板 立 点 , 即 情 形 (1]. 
若 mm( 人 一 1 或 2, 则 刀 的 连通 支 是 圈 或 路 . 因为 型 的 边 间 不 要 邻 ,于 的 边 间 不 相 邻 ， 
所 以 史 中 相 邻 的 边 必 交错 于 必 和 好 这 就 是 情形 (2) 或 (3)， 证 毕 . 
定义 4.2 设计 是 图 5 二 (VY,E) 的 区 配 , 称 其 边 交 错 于 玉生 MM 的 路 ( 力 } 为 - 交 
错 路 (图 ). 起 点 和 终点 都 是 如- 非 包 和 点 的 交错 踏 称 为 M4- 增 广 路 ， 
定理 4.2 设 必 是 图 6 的 匹配 , 则 4 是 最 大 区 本 的 充 概 条件 是 ,0 没有 衣 - 增 广 路 ， 
证 ”必要 性 ” 设 新 是 最 大 苞 配 . 阁 存 在 机- 增产 路 ?, 则 
M' 全 MBP 
是 一 个 匹配 且 |M'| 一 | 对 | 十 1, 与 如 是 最 大 匹配 相 蔬 逢 . 
充分 性 ” 设 好 是 匹配 ,G 不 含 !- 增 广 路 . 车 好 不 是 最 太 匹 配 ,不 妨 设 好 是 最 大 匹 
配 , 则 | 好 (> [M1, 由 必要 性 ,6 没有 让- 增 六 路 .由 定理 4.1, 并 注意 到 | 好 | > 站, 必 
有 路 P， 
P= 0 和 Dai3 ， 
Chor ) Ca vy) tom et ) EE 出 ， 
《pl ove) Ces vd pm) EE 刷 ， 
于 是 了 是 M- 增 广 路 ,矛盾 .证 毕 ， 
定理 4. 2 提供 了 求 最 大 匹配 的 基本 思想 方法, 若 没 有 增 广 路 ,当前 匹配 就 是 最 大 匹 
配 . 车 有 增 广 路 , 则 可 电 对 称 差 求 得 边 数 多 一 条 的 匹配 . 继续 这 一 过 程 , 有 限 步 之 后 必 可 求 
得 最 大 匹配 . 
匹配 与 覆盖 有 密切 的 关系 . 
定义 4.3 设 G= (7, 让 , 玉 竺 FP, 若 每 条 边 都 与 的 一 个 顶点 关联 , 则 称 玉 是 图 6 的 
一 个 覆盖 . 设 天 是 一 个 界 盖 ,车 不 储 在 村 盖 KK' 使 | 到 | < 过 | 天 | , 则 称 天 是 一 个 最 小 材 蔓 . 
定理 4.3 设 必 是 图 86 的 匹配 , 玉 是 是 覆盖 ， 出 
C1) | 于 | 过 | 天 |; 《4,， 1) 
(2) 车 | 好 | 二 | 天 |, 则 放 是 最 大 匹配 ,KK 是 最 小 覆盖 . 
证 ” 国 为 好 的 边 都 不 相 邻 ,所 以 天 中 至 少 可 | 好 | 个 点 才能 入 盖 几 中 的 所 有 边 , 故 式 
(4. 1) 成 立 , 设 如 * 是 最 太 丐 配 , 天 ”是 最 小 覆盖 , 刚 由 式 人 4 1) 有 
Ial Me | RIF | RIK. 
因为 | 新 | = ji), 均 | 天 | 二 | 雪 *1 二 |K*| = 二 |XI.。 证 毕 . 


$ 4.2 ”完美 匹配 


定义 4.4 设 久 是 8 的 连通 支 ,车 |P(G1)| 是 奇 ( 偶 ) 数 , 弄 称 全 为 奇偶 ) 连通 支 , 以 
m0) 家 0 的 奇 连通 支 数 . 
定理 4.4 图 6 = (VY,8) 有 完美 匹配 的 充 要 条 件 是 
oo (人 一 有 安 13， 有 3 三 也 (4. 2) 
证 ”不妨 设 @ 是 简单 图 . 
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必要 性 。” 设 亲 是 完美 匹配 ,8 是 六 的 真 了 图 ,6G, 是 6 一 上 5 的 奇 连 通 支 ,i 二 ] ,2 
因为 |FLG) | 是 奇数 , 是 完美 匹配 , 故 必 有 如 的 顶点 刀 与 全 的 顶点 忆 苞 配 ,i 一 1,2,…， 
y 于 是 mte 一 3) 一 所 | 人 |. 

充分 性 ” 设 式 (4.2) 成 立 ,但 8 没有 完美 匹配 . 在 式 (4, 2) 中 令 5 = 训 , 则 wot0) = 0， 
故 |7| 二 x 是 偶数 .于 是 以 为 顶点 集 的 完全 图 有 完美 逮 配 . 设 G" 是 以 了 为 顶点 集 的 边 数 
最 多 的 没有 完美 匹配 的 简单 图 , 则 6 是 G* 的 生成 子 图 ,有 昌 5" 不 是 完全 图 . 令 

UA {EV (=~ 1}, 
则 UC, 下 面 证 明 G* 一 的 连通 支 都 是 完全 图 , 不然, 设 0' 一 5 的 连通 支 Fr' 不 是 完全 
浆 , 风 有 #8 世 FCGOD td 千 C0'). 设 
P=uuwys (U1) 

是 最 短 w-y 路 , 因 P 了 是 最 短路 , 融 Caywz) 在 BCGD). 今 v 针 yw 会 以 ( 当 t 二 1 时 wz 二 y), 即 
.因为 v 入 VU, 且 0' 不 是 完全 图 ， 
所 以 存在 z EVCG* 一 中 ,zx45) 志 BO 由 和 的 定义 推出 ， 

CG 十 (ao 有 完美 匹配 ,上 且 六 售 (ayiw)，- 

2) G" 十 (x;v) 有 完美 匹配 于: , 且 Ms 售 Czo)。 
由 定理 4 1 ,如 = (VF ,Mi 中 M2) 的 连通 支 是 证 立 点 或 交错 侦 圈 , 有 两 种 情形 . 

情形 1 (zz) 与 (sw) 在 五 的 不 同 连 通 支 中 ,此 时 , 设 (z,0) 在 互 的 连通 支 一 交错 
偶 图 2 中 ,出 


1M; 在 C 的 过 } Uj {不 让 CC 的 边 } 
构成 0* 的 完美 匹配 , 且 不 含 边 (zzp) 与 (usa 矛盾 
情形 2 《ze) 与 (za 在 下 的 同一 个 连通 支 一 一 交错 偶 圈 如 中 , 此 时 ,不妨 设 顶点 4， 
zi 与 ?依次 出 现在 2, 则 
{MM 在 C 上 wzt 段 的 边 } UU {C00)} t {M2 不 在 © 上 ip…zp 段 的 边 } 
构成 8" 的 完美 匹配 , 且 不 含 边 (x,2) 与 (sme) ,矛盾 
于 是 已 证 得 6* 一 UV 的 连通 支 都 基 完 全 图 . 
一 U 是 9" 一 UU 的 生成 子 图 
oO 一 四 和 oo 一 四 过 | 
现在 我 们 能 构造 0* 的 一 个 完美 匹配 如 下 ， 
(1) 8” 一 也 的 每 个 奇 连通 支 的 一 个 顶点 与 已 的 一 个 顶点 丐 配 ,余下 的 预 点 自 相 匹配 ， 
C2) 0” 一 已 的 每 个 偶 连 通 支 的 顶点 自 相 匹配 ; 
《3) 国 为 |F| 是 偶数 ,所 以 习 中 剩 下 的 顶点 有 俑 数 个 ,可 以 自 相 亚 配 . 
这 与 6 没有 完美 匹配 了 矛盾， 证 和 毕 . 


8$1.3 ” 偶 图 的 匹配 


前 两 节 关于 匹配 的 一 般 人 性 质 对 偶 国 自然 也 是 成 立 的 但 偶 图 的 丐 配 还 有 自身 的 重要 
性 质 ,这 就 是 本 节 所 要 讨论 的 ， 
定理 4.5 设 0= (X,Y,8) 是 偶 图 ,NM 是 匹配 ,KK 是 覆盖 , 则 好 ,天 分 别 是 最 大 匹配 、 
最 小 路 盖 的 充 蓉 乏 件 是 
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Ii| = | 天 |， 《4. 3) 
证 “充分 性 ”这 是 定理 4. 3(2) 的 特例 , 故 成 立 . 
必要 性 ” 设 
UU 会 fu Ez 是 MM- 非 饱和 点 }， 
ZZ 全 {z: EFI 存 在 :到 如 的 项 点 的 交错 路 }， 
5 全 z 门 于 ,7T 会 ZN 了 Y， 
则 
(1) 了 了 的 顶点 都 是 好 - 饱和 的 (否则 有 M- 增 广 路 , 蔬 菠 )， 
(2) XX\S 的 顶点 都 是 人 饱和 的 (因为 太守 58)， 
(3) 了 三 TCS)( 因 为 的 顶点 经 了 的 顶点 有 交错 路 到 上 0 的 顶点 ). 
设 K* 一 (XN5) UT. 车 天 * 不 是 团 盖 , 则 必 有 一 条 边 其 一 个 端点 在 5 中 而 男 一 个 端点 在 
YT 中 ,这 与 (3) 相 蔬 居 . 所 以 玉 ' 是 覆盖 . 由 (1) 和 (2),K" 的 顶点 都 是 MM- 饱和 的 , 夏 
I | 所 [时 |. 再 由 式 54 1) 得 | 天 | 一 | 对 | 所 以 天 是 最 小 覆盖 , 故 


[天 | = |K’| = |X|, 
即 式 (4. 3) 成 立 ， 证 毕 : 
定理 4.6 设 6= (X,Y,8) 是 偶 图 , 则 6 有 一 个 匹配 饱和 下 的 所 有 顶点 的 充 要 条 件 
a ， 
ITS)| 守 [S|, SEX, (4,. 4) 


证 ”必要 性 ” 设 丐 配 洗 饱和 六 的 所 有 顶点 ,8S 宇 芯 , 因为 5 的 顶点 都 是 饱 种 的 ,所 以 
5 的 顶点 与 TC5) 的 不 简 顶 点 相 还 配 , 故 式 (4. 4) 成 立 . 
充分 性 。” 设 式 (4, 4) 成 立 而 6 没有 匹配 饱和 羡 的 所 有 顶点 , 设 洗 是 最 大 苞 配 , 则 有 
z 包 有 ,4 是 M- 非 饱和 的 . 令 
Zz 一 {2 P| 存在 #2 交错 路 }， 
Ss=2/X,7T=2/N7, 
则 
(1) 4 是 2 的 唯一 非 饱和 点 (否则 有 好 - 增 广 路 ,矛盾 )， 
(2) |TI = 13| 一 1 由 (SN 与 7 了 的 巴 点 两 两 匹配 》， 
(3) (GS) 二 了 (因为 态 的 顶点 经 7T 的 顶点 有 交错 路 连接 芭 )， 
由 (2) 与 (3) 有 
[TOD | = IT = 18| — 1< 181, 
这 与 式 (4.4) 矛盾 .证 毕 ， 
定理 4.7 侦 图 G6 = {X,Y 了 ,8) 有 完美 匹配 的 充 要 条 件 是 
A (4. 5) 
证 ”必要 性 ” 设 灶 是 6 的 完美 匹配 , 则 对 任意 5 三 ,有 
[Tt8)| 入 | 亲王 18|， 
即 式 (4.5) 成 立 ， 
充分 性 ”取笑 一 于 ,出 式 (4. 5)， 
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IxX| = 181 1re | 他 |， 
同 理 17| 过 |X|, 故 |X| = |Y|. 册 定理 4.6,G 有 区 配 凡 愧 和 天 的 所 有 顶点 ,因为 |X| = 
|, 所 以 NY 是 一 个 完美 匹配 。 证 毕 . 


$4.4 应 用 一 一 人 员 分 配 问题 之 一 


例 4.3 的 另 一 扣 靶 就 是 人 员 分 配 问 题 . 假设 把 # 个 人 分 配 去 作 zx 件 工作 , 问 每 个 人 都 
能 分 配 去 作 自 己 能 胜 和 伍 的 工作 吗 ? 正 如 在 例 4.3 中 指出 的 ,这 是 求偶 图 6 = (XX, 了 ,8) 的 完 
美 匹配 的 问题 .因为 |X| 一 17|; 所 以 求 &6 的 完美 匹配 就 是 求 6 的 一 个 匹配 饱和 蔷 的 所 有 
顶点 . 由 定理 4.6, 这 等 价 于 式 (4. 4) 成 立 . 由 此 便 提供 了 解 岂 人员 分 配 问 题 的 基本 思想 和 
方法 . 

设 G==(X, 了 ,8) 是 候 图 ,1XI= 171 是 的 一 个 匹配 . 若 开 的 顶点 都 是 开 - 饱和 的 ， 
则 RL 是 完美 匹配 . 否则 , 选 M- 非 饱 和 点 “上 E ,有 两 可 情形 . 

情形 1 ”找到 一 条 从 “出 发 的 Mf- 增 广 踏 P, 邻 

檀 一 于 中 中， 

网 | 天 | = | 对 | 十 1, 以 性 代 竺 再 重 和 揽 进 行 . 

情形 2 没有 从 “出 发 的 彤 - 增 广 路 , 令 

2 一 {2 ET| 存在 #-: 交错 路 }， 
S=2 xX,T= ZN Y. 
如 定理 4.65 的 充分 性 证 明 一 幸 , 可 得 
i TS = 7, TO) | = | 1 < 8}, 

因此 ,6 没有 完美 匹配 . 

上 述 过 程 实际 上 是 一 棵 树 生长 过 程 .. 

定义 4.5 设 久 是 偶 图 一 (XX,F 了 ,5) 的 匹配 ,x € 义 是 对- 非 饱和 点 . 称 二 三 6 是 以 
4 为 根 的 MM- 交错 树 , 如 果 洪 足 

(CD)uEFVH), 

(2) Y ay EPE) 在 豆 有 了 唯一 的 凡 p 路 是 M- 交错 路 ， 

以 上 分 析 得 到 求偶 图 的 完美 匹配 的 算法 ， 


算法 4.1 Hungarian 方 凌 一 一 求偶 图 的 完美 匹配 
设 0 一 (X, 了 ,B) 是 偶 图 ,| 下 | 二 | 了 ,NM 是 一 个 匹配 
第 1 步 ” 若 区 的 顶点 都 是 M- 饱和 的 , 则 民 是 完美 匹配 . 否则 取 型 - 非 饱 和 点 aE 三 ， 


必 


S= {uu},T= 8, 
第 2 步 苦 3) 一 他 , 刚 
I = 一 8 一 1< isl， 
因此 2 没有 完美 匹配 , 否则 取 y E TCS)\T. 若 y 是 M- 饱和 点 , 转 第 3 步 ,否则 转 第 4 步 ， 
第 3 步 ” 设 ty,z) EE 盾 , 刚 信 
S= SU {T=TU 
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转 第 2 步 ， 


第 4 步 wy 路 是 4- 增 广 路 , 记 为 P, 并 令 
肛 一 时 四 了 


转 第 1 步 ， 


必 


例 4.4 如 图 4.2(0) 的 偶 图 5 和 匹配 好 , 求 完 美亚 配 . 


她 Ts 


Hi 3 


各 
‘b) 


图 4.2 (a) 图 和 匹配 好 (3) 以 z 为 根 的 交错 树 
第 1 次 挝 代 ( 如 图 4 2) 
.5= {zh 人 T= 
wn ETOMNT 
(azs) 全 肝 , 令 B= (rir) T= {ga} 
,EE TOIT 
(gys73) E NM, 售 B= firyayzsj = {yy} 
ne THNT 
P= rgaras 


NPN 


蜡 一 Evrae P= {Cr a) 3 Crard Crar gs) ,Czs ys)} ,NT 4. 3Ca), 


各 XX Xa Xa Xs XI Xs Xs 
XZ z 已 网 
名 5 Ys Fa ys ， XK ， 
th 
(tay) . 

图 4.3 ta) 图 和 匹配 村 全 以 羡 为 要 的 交错 树 
第 2 次 送 代 (如 图 4 3) 
1， 号 一 { ;7 一 5 


2, hn E TCI 
3. (yr 1 二 NH, 令 态 二 {zisztj 7 一 {ye 
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2. ys EE TONT 

3. (gr) E Ms 令 S = {roristalT = {ys 84} 

2. ys E TSINT 

3, (ysrrs) ECE 人 令 5= {vrs = ds} 
2. TS) 一 人 了， 

所 以 没有 完美 匹配 . 

注 ”在 例 4.4 中 选取 y TC(5)MT 的 方法 是 : 依 进入 5 的 顶点 的 顺序 ,例如 5 二 (xz ， 
全 风 依 次 考查 FT PDT AT 在 第 1 次 选 代 中 ,ys € Tc， 
轿 它 T(z.)MND 至 此 对 项 点” 已 考查 完毕 , 转 而 考查 顶点 和 a, 得 六 所 了 (za)NT. 

$4.5 ”应 用 一 人 员 分 配 问题 之 二 

人 员 分 配 问题 之 一 是 人 员 数 与 工作 数 相等 ,在 这 种 情形 ,或 者 求 出 完美 苞 配 ,或 者 没 
有 完美 匹配 . 在 一 般 情 形 ,人员 数 与 工作 数 是 不 相等 的 ,这 就 是 人 员 分 配 问 题 之 二 . 

例 4.5 设 有 带 个 人 分 配 作 * 件 工作 , 癌 如 何 分 本 使 这 巴 个 人 尽 可 能 多 地 作 他 们 胜任 
的 工作 . 我 们 把 人 人员 作为 顶点 集 匀 ,把 工作 作为 顶点 集 Y.x EX 与 y 毛 了 相 邻 , 当 且 仅 当 人 
员 i 胜 性 工作 j. 这 就 得 到 一 个 偶 图 ,问题 是 求 这 个 偶 图 的 最 大 匹配 . 

一 个 图 的 完美 区 配 不 一 定 存在 ,但 一 个 图 的 最 大 匹配 一 定 存在 . 

在 算法 4.1 中 任 选 的 非 饱 和 点 #, 当 没有 从 # 出 发 的 增 广 路 时 , 即 可 判定 没有 完 壮 匹 
配 而 和 终止, 但 在 求 最 大 苞 配 时 ,由 定理 4.2, 应 考查 了 的 所 有 非 饱 和 点 , 即 查 考 XX\5 是 否 空 
集 , 若 X\5 非 空 , 是 藻 有 非 饱 和 点 . 因此 修改 求偶 图 的 完美 匹配 的 算法 4. 1, 即 可 得 求 最 大 
匹配 的 算法 ， 


算法 4.2 ”求偶 图 的 最 大 匹配 的 算法 

设 6 二 (X,Y, 证 是 侦 图 ,是 一 个 匹配 . 

第 1 步 令 38= 和 气 , 了 一 分， 

第 2 步 ” 若 并 饱和 XNS 的 每 个 顶点 , 则 戏 是 最 大 匹配 . 否 划 取 非 饱 和 点 a & XNS, 令 
总 一 在 局 {u}. 

第 3 步 。” 若 TC8) 一 7, 转 第 6 步 .否则 取 y € TCS)NT. 藉 y 是 开 饱 和 点 , 转 第 4 步 ， 
否则 转 第 5 步 。 ，、 ‘ | 

第 4 步 ” 设 (y,2) E 村 , 则 令 

全 一 及 LU {T=7TU {y}, 


转 第 3 步 . 
第 5 步 xz 路 是 时- 增 广 路 , 设 为 忆 , 并 令 
M= MO@P, 
转 第 1 步 . 
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$4.6 应 用 一 一 最 优 分 配 问题 


在 人 员 分 配 问题 中 若 再 考虑 工作 效率 , 问 应 如 何 分 配 工作 侦 总 的 工作 效率 最 大 ,这 就 
是 最 优 分 配 问题 ， 
设 开 一 {zz} 表 人 员 的 集合 ,了 = 人 六 ，…, 录 } 表 工 作 的 集合 ,w; 表 人 员 i 作 工作 
的 效率 . 相应 作出 赋 权 完全 偶 图 0G 一 (了 ,7 了 ,可 ,w 作为 边 (z..4,) 的 权 , 则 最 优 分 配 问题 转 
化 为 求 台 的 权 最 大 的 完美 匹配 ， 
定义 4.6 设 上 = (7Y,B3) 是 由 权 完全 偶 图 , 达 e= 一 (ze 的 权 记 为 me) 或 (zt)， 
设 开 是 4 的 匹配 ,出 
wM) = {wle) le € NM} (4.6) 
称 为 型 的 权 . 权 最 大 的 完美 匹配 称 为 最 优 匹配 ， 
定义 4.7 ” 设 赋 权 完全 俩 图 6 二 (X,Y, 刀 ) 的 每 个 顶点 vz EF 对 应 一 个 实数 iv) ,满足 
(x) FD wr TENYEY, 《4,7) 
则 称 :为 已 的 一 个 可 行 顶点 标号 . 设 为 可 行 顶点 款 号 , 则 称 生 成 子 图 名 一 (F ,5B) 为 相应 
于 可 行 顶点 款 号 的 相等 子 图 ,这 里 
B= {Cz8) € BIE) + L(y) = wz)), 04.8) 
定理 4.8 设 ! 是 研 权 完全 偶 图 C 一 (了 了,B) 的 可 行 顶点 慰 届 ,G 是 相等 子 图 , 若 寻 。 
是 & 的 完美 匹配 , 则 WM' 是 8 的 最 优 匹 配 , 
证 ”因为 :是 6 的 生成 子 图 ,所 以 六 * 也 是 6 的 完美 匹配 . 因为 人 是 相等 子 图 ,所 以 
由 式 (4.6) 与 式 (4.8) 有 
ta) = ilo) ls € TW) 
另 一 方面 ,对 6 的 任 一 完美 匹配 好 ,由 式 (4.7) 有 
it) ED iC) 2 € PF}, 
故 型 " 是 最 优 匹配 ， ”证 毕 . 
由 定理 4.8 得 到 求 最 优 匹 配 的 基本 思想 和 方法 . 假定 ! 是 可 行 顶 点 标号 ,在 相等 子 图 
G 中 用 算法 4. 上 求 完美 匹配 . 车 我 到 和 的 完美 匹配 ,此 妈 是 所 求 最 优 匹配 , 车 G. 没有 完美 
还 配 , 则 可 修改 可 行 顶 点 标号 ,重复 上 述 过 程 ,直到 找 出 新 的 相等 子 图 的 完美 匹配 ; 
初始 可 行 顶点 标号 是 容易 得 到 的 , 例如 设 
人 一 max {wl(z,7)|y E F},z EX, C4. 9) 
{yg) 0 小 EY 
算法 4.3 可行 硕 点 标号 法 一 一 求 赋 权 完全 偶 图 的 最 优 匹配 
设 0 二 (X17,B),|X| 一 上 | ,每 条 边 e 一 (4,8) 有 权 wte)( 也 记 为 w(x,)) Wi 是 一 个 
可 行 顶 点 标号 ;MM 是 相等 子 图 G4 的 一 个 还 配 . 
第 1 步 ” 车 下 的 顶点 都 是 饱和 的 ; 则 开 是 最 优 匹配 . 否则 取 1 非 饱和 点 4 EX, 令 
So= {T= 
第 2 步 ” 若 三 (8) 一 了 , 则 名 没有 完美 亚 配 , 转 第 3 步 ,否则 转 第 4 步 . 
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第 3 步 ”调整 标号 ,计算 


= min {Hz) 十 站 ) — wy) lz EE Sy 7}, C4, 10) 
由 此 得 新 的 可 行 顶 点 标号 
j — vt Ss, 
站 人 一 0 十 所 了 4. 11)》 
Lo ;否则 ， 


念 上 一 6 一 人 
第 4 步 ” 取 y E€ T(tS)MT, 若 y 是 M- 饱和 点 , 转 第 5 步 ,否则 转 第 6 步 . 
第 5 步 设 地 和) 万 时 ; 则 今 
S= SU {zz, T=TU {yy}, 


转 第 2 步 ， 
第 6 步 ”在 如 中 的 wy 交错 路 是 到- 增 广 路 , 记 为 P, 并 令 
M= MP, 
转 第 1 步 ， 


注 在 第 4 步 取 # E (58)MT 的 合理 性 的 证 明 ， 有 两 种 情形 ; 

(C1) 从 第 2 步 到 第 4 步 ,自然 看 选 出 扩 

(2) 从 第 3 步 到 第 4 步 ,必须 证 明 选 出 y 的 合理 性 , 即 需 证 了 CT (8). 为 此 分 如 下 三 
步 来 证 明 ， 

第 1 步 证 明 上 i 半路 设 2 E39 入 人 一 Tn(5), 则 (60 入 再, 帮 克 rz) 十 党 (rs 和， 
从 而 o> 0 

第 2 步 证 明了 T 守 To,(5), 设 yET= To(5), 则 有 #* E85,(z1) E 画 族 区 rz) 十 4 一 

wlxs#), 男 一 方面 由 式 {4. 11)， 
Wa) TD) = C2) wo) UT) 
= x) TH = Wr) 

故人 六) 万 妃 ; 关 此 yy 了 (5) 

第 3 步 证 明 T 关 T6095). 设 x E59 和合 了 满足 式 (4.10), 则 由 式 (4. 11)， 

UE) + Eg) = C2) 0) Fy) = wx) 

故 他 , 打 七 Br 因此 fa, (5)， 

至 此 已 证 得 TC fo,(58).。 证 毕 . 

本 节 最 司 我 们 指出 ,用 怎 阵风 表示 一 个 赋 权 完全 偶 图 基 方便 的 , 即 


加 
RL ee 
W= (wm) = x | to ,We 
和 
了 iy 


其 中 妈 j 二 w(x4;). 
例 4.6 求 下 列 由 第 阵 钱 表示 的 典 权 完全 偶 二 的 最 优 瑟 本 ， 
8 


yl Ya Ya Yt 
5 
2 4 6 
2 3 3 
0 2 1 

外 式 (4,.9) 得 初始 可 行 顶 点 标 导 如 表 4.1, 右上 角 打 

“# ”的 元 表示 
Ur) 十 开打 = wer), 

作出 相等 子 图 ,并 任 给 5 的 匹配 对 ,如 图 4. 4. 


XL xy NX Ta 
入 小 了 Fs 
图 4. 4 芯 与 还 配 寺 
+ 身 一 {二 1 


| La To CSINT 


中 3 Ki, Ta 
Nm) EE MS= {zzb T = {y) : 
,Te(S) 一 了 
.%m 二 1, 按 式 (4. 11) 得 亲 的 可 行 顶 . 
点 标号 部 表 4 2, 相应 作出 薪 的 相等 子 图 | 
而 匹配 并 没有 改变 ,如 图 4. 5. 继续 渤 代 ; 加 鸭 的 所 


4 83 €E Te tSON\T | 
6, P 一 zdizya . 图 45 名 与 邢 配 贞 


M= MBP= (zl (ron) ,Cras ys), 
Cri)}s 


EN XxX Xs bE 
如 图 4. 6， 
], 于 的 顶点 都 是 饱和 的 ,所 以 当前 号 配 为 最 
优 匹 配 , 即 
诸 二 {Crs ya (ray) Cry ra) sy Cry )}s ' 
其 权 为 芒 Vs Vy a 


wiW) 一 ta a 十 ao 十 zol 一 19. 


Co ho en 凸 一 


$4.7 ”应 用 一 一 配对 问题 图 4.6 6. 与 相配 间 


例 4.2 的 问题 称 为 配对 问题 , 即 求 图 6 的 最 大 匹配 的 问题 ,在 8 4.5 中 所 讨论 的 分 配 
问题 是 求偶 图 的 最 大 匹配 , 它 显然 是 配对 问题 的 特例 . 从 偶 图 推广 到 非 偶 图 ,问题 变 得 更 
复杂 更 困难 . 
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假定 我 们 欲求 图 6 的 最 大 匹配 . 对 当前 匹配 好 不 妨 假设 ; 

(1) C 至 少 有 两 个 非 饱 和 点 (否则 ,由 习题 4 1,M 是 最 天 匹配 )， (C4. 12) 

2) 非 饱 和 和 点 互 不 相 令 (否则 ,在 并 中 圣 少 可 增加 一 条 匹配 边 )， 《4. 13) 
今 作 有 向 图 6 = (F 15), (zy) EE 吾 当 且 仅 当 存 在 zs ET 使 (zw) E BUG 所 邓 , 并 称 
6 为 图 6 和 匹配 MM 的 导出 有 向 图 . 容易 看 到 在 如 中 以 中 的 边 开始 的 偶 交错 路 
p10a93"752a414 对 应 在 态 中 的 有 向 路 v05 和 v2mt41: 反 过 来 ,在 有 中 的 有 向 路 可 能 对 应 C 中 的 
偶 交 错 通 道 或 俩 交错 路 . 

定义 4.8 设 5 是 图 0 和 匹配 MM 的 导出 有 向 图 , 称 5 中 的 有 向 路 是 合理 的 ,如 果 它 在 
6 中 对 应 一 条 个 交错 路 ;否则 称 为 不 合理 的 ， 

例 47 在 图 4.7(e) 中 给 出 图 GG 和 满足 式 (4. 12) 与 式 (4. 13) 的 匹配 好 , 图 6 和 匹配 
型 的 导出 有 向 区 部 如 图 4. 7 人 0). 


| Va Li 


Vy Vs 


图 4.7 (a) 图 如 和 匹配 可 (5) 导出 有 向 图 如 

在 5 中 的 有 向 路 vrvsv: 是 合理 的 ,因为 它 对 应 6 中 的 侦 交 错 路 viv6vsv3v2. 

在 如 中 的 有 向 路 Drebevs 是 不 合理 的 , 因 为 它 对 说 G 中 的 偶 交错 通道 Vr is De DrOEUSYs: 

定理 4.9 设计 是 0 的 一 个 匹配 且 潢 足 式 (4. 12) 与 式 (4. 13) ,6 是 C@ 和 上 好 的 导出 有 
向 图 , 则 六 是 最 大 匹配 的 充 要 条 人 性 是 ,在 6 中 不 存在 从 一 个 好 - 非 饱 和 点 到 另 一 个 好 - 非 饱 
和 点 邻 域 的 合理 路 ， 

证 ”在 5 的 地- 增 广 路 对 应 在 的 从 一 个 E- 非 饱和 点 到 另 一 个 杆 - 非 饱 和 点 邻 域 的 
合理 路 ,再 由 定理 4 2 得 证 ， 

定理 4. 9 提供 了 求 最 大 匹配 的 算法 . 


算法 4.4 .合理 路 一 一 求 图 的 最 天 匹配 的 算法 

设 图 0G = (V ,8 ,MM 是 满足 式 (4. 13) 的 匹配 . 

第 1 步 ” 若 不 满足 式 (4. 12), 则 履 是 最 大 匹配 . 

第 2 步 作 G 和 并 的 导出 有 向 图 总 

第 3 步 ”在 5 不 存在 从 一 个 村 - 非 饱和 点 到 另 一 个 M- 非 饱 和 点 邻 域 的 合理 路 ， HM 
是 最 大 匹配 . 

第 4 步 《” 设 严 是 5 中 从 一 个 上 E- 非 饱和 点 到 另 一 个 好 - 非 饱 和 点 邻 域 的 合理 路 ,了 对 
应 于 GG 中 MM- 增 广 路 P, 则 令 

M= MPP, 
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转 第 1 步 ， 
例 4.8 在 图 4.760) 给 出 图 4 和 匹配 好, 求 最 大 匹配 . 
兽 先 作 C 和 刘 的 导出 有 向 图 ,部 图 4.7(0). 在 吾 中 任 选 非 饱 和 点 ,搜索 从 坟 出 发 的 
所 有 有 向 路 ,得 以 为 根 的 外 向 树 , 如 图 4. 8C0). 
在 以 vz 为 根 的 外 向 树 考 查 蚌 否 有 到 舅 一 个 非 馆 和 点 w 的 邻 域 的 合理 路 , 即 考 查 
V1 -V2 踏 与 Di-by 路 . Vi~Vy 路 Dns de 对 应 Go 中 偶 交 错 通 道 
Divanabe vs bd C4, ]14) 
故 是 不 合理 的 ， D1 Hy 路 vbavsir 对 应 G 中 偶 交 模 路 
Va Dabs Veenr 
故 是 合理 的 ,相应 得 到 & 的 并- 增 广 路 P， 
P= vuvavs vousdr 
令 
于 = 村 P= {Co va) Cvs 85), Cperba) s Crs v3)}, 
如 图 4. 8(), 因为 式 (4.12) 不 满足 ,所 以 当前 匹配 为 最 大 匹配 . . 


Vi 


(hb) 


图 48 (a) 以 证 为 要 的 外 向 树 (5 最 大 匹配 
算法 4 4 的 关键 步骤 是 判断 下 中 有 向 路 是 否 合理 路 . 注意 到 在 图 4. 8(Co) 中 有 向 路 
bosstts 是 不 合理 的 ,因为 它 对 应 6 中 交错 通道 (4. 14), 其 本 质 的 原因 是 在 图 4. 7(e) 从 非 
饱和 点 出 发 搜索 是 否 有 增 广 路 的 过程 中 ,交错 通道 (4. 14) 含 了 奇 圈 tyvevsws. 为 了 处 理 
好 奇 圈 , 引 入 下 列 定义 ， | 
定义 4.9 设 必 是 图 0 二 (VY,5) 的 匹配 , 若 有 转 F,|Fi 二 2 十 1 之 1), 且 玉 合 上 条 
匹配 边 , 则 称 下 为 一 条 花 , 花 中 有 唯一 项 点 不 与 花 中 其 余 顶 点 匹配 ,这 个 顶点 称 为 花 蒂 . 
定 光 4.10 设 图 6 = (PP B) ,万 生 避 , 则 图 
GC/H = (V/HE/H) 
称 为 收缩 图 ,其 中 
ViH = (WYOCH) LU ta}, 
而 到 中 的 边 有 下 列 两 类 , 且 当 有 平行 边 时 只 棵 留 一 条 边 : 
(1) 当局 jE FC) 时 
(DE BH SS (LN) Eh, 
《2) 当 iE PVCH) 时 
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(bh) EE E/H > 3 jEVH), (WD) EE, 
例 4.9 在 图 47(o) 的 图 如 和 匹配 并 ,有 花 
下 一 pyyevsbys 表 4.3 


今 收 缩 花 FF 《pz CHertr) Cherpr) Cee) 
0 用 一 个 在 上。 | 在 57 人 ES 
(2) 车 0 的 边 其 端点 都 不 在 花 下 上 ， 


则 仍 作为 收缩 图 的 边 , 即 有 边 Cv4,52) (pep too) 与 (vr ,D8)， 

(3) 车 6 的 边 其 端点 一 个 不 在 花 上 , 另 一 个 在 花 上 , 则 在 收缩 图 中 作为 关联 于 f 的 
边 , 其 对 应 关系 如 表 4. 3. 

在 G/F 中 去 掉 平行 边 (f ,vw), 于 是 得 收缩 图 G/F, 如 图 4. 9(a), 批 图 中 有 花 FF = 
fvstrf ,类似 可 得 收缩 图 G/F/F, ,如 图 4. 905). 


VL Va ¥y. i ， Va 
NA a 7 
二 ye V2 
{4} .(b) 


图 4.8 《ay 收编 图 BAF 3) 收缩 图 GFF 

在 图 4. 96) 中 虽然 也 有 花 瑚 一 Jema, 但 在 搜索 是 否 有 增 广 路 的 过 程 中 不 会 产生 轩 
难 , 居 为 从 非 饱和 点» 进入 花 现时 并 不 经 过 花 幕 mw. 换言之 ,困难 的 产生 在 于 在 搜索 中 当 
进入 花 时 经 过 了 花 送 ,如 图 4, 7(e) 与 图 4. 9(o), 在 这 种 情形 就 必须 收缩 花 . 对 花 的 收缩 有 
两 个 问题 . 

问题 1 ”如 何 发 现 花 . 

问题 2 收缩 花 后 增 广 路 会 不 会 增加 或 威 少 . 

关于 花 的 发 现 ,考查 图 4. 10(e) 的 花 下 ,在 导出 有 向 图 中 的 搜索 如 图 4. 10(6). 当 从 顶 
点 uw-: 搜索 时 将 得 到 sw, 图 中 用 虚线 表示 ,这 意味 着 匹配 边 (xw-1,wwn) 使 用 了 两 次 ,从 而 
发 现 了 花 . . 


Watt 


图 4.10 te) 花 (00 花 的 发 现 
关于 何 题 2, 我们 有 下 徊 两 个 定理 . 
定理 4. 10 ”假设 从 C 中 非 侈 和 点 “出 发 搜索 关于 匹配 瑾 的 增 广 路 时 发 更 了 花 PP, 刚 
对 五 中 和 任 一 项 点 +, 在 6 中 都 有 #-? 交错 路 , 且 其 最 后 一 条 边 是 匹配 边 ， 
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证 ”因为 花 F 是 从 非 饱 和 点 4 出 发 发 现 的 ,所 以 有 4 到 下 的 花 蒂 的 交错 路 , 放 对 花 下 
中 和 任 一 顶点 v, 都 有 两 条 us 交错 路 ,其 中 必 有 一 条 交错 路 , 它 的 最 后 一 条 边 是 忠 醒 边 . 
证 毕 ， 
定理 4.11 假设 礁 G 中 习 - 非 饱和 点 4 出 发 搜索 关于 忠 配 衬 的 增 广 路 时 发 现 了 花环 ， 
则 在 6 中 有 从 & 出 发 的 旧 - 增 广 路 的 充 要 条 件 是 ,在 收缩 图 G/F 中 有 从 4 出 发 的 型 /P 增 广 
路 《也许 * 就 是 下 的 花 落 ) ,其 中 
M/Fa MM MrEMNF, | 
证 ” 当 增 广 路 不 过 花 时 ,6 与 G/F 中 的 增 广 路 是 一 致 的 , 因此 十 面 假定 增 广 路 过 花 . 
必要 性 ” 设 P 蚌 G/F 中 的 wm 增 广 路 县 过 顶点 后 从 4 沿 P 到 f ,的 紧 前 顶点 设 为 x， 
了 的 紧 后 项 点 设 为 y,P 的 wz 段 设 为 P',P 的 y-w 段 设 为 P, 则 
P=P (f+ (+P 
有 两 种 情形 ， 
(1) (z, 了 ) 是 监 配 边 , 则 人 7,y) 不 是 匹配 边 , 如 图 本 11(ey 是 GVF 中 的 增 广 路 PP 四) 是 
打开 花 后 在 G6 中 和 相应 的 部 分 , 容易 看 到 ， 
P 人 Pr (ru) + Pr 二) + Pp 
是 6 中 增 广 路 ,其 中 (ya) 对 应 (zy 冰 ; G0) 对 应 呈 )4Pr 是 在 花 上 的 wr-a" 段 . 


图 4.11 CD O78 中 增 广 路 ”Ww 避 中 增 广 路 
《2) (zf) 不 是 趾 配 边 , 则 人, 六 是 匹配 边 , 类 似 可 从 GYF 中 的 增 广 路 找 出 心中 增 广 


路 ， 
充分 性 ” 设 王 是 6 中 的 tam 增 广 路 及 过 花 F, 则 有 三 种 情形 ， 
《1) PP 以 匹配 边 进入 ,以 自由 边 离开 FF, 如 图 4. 12(e). 此 时 收缩 即 得 G/F 的 增 广 
路 ,如 (5). : : 


本 

和 
—, 
= 


|] 


(b) 


图 4.12 to) 8 中 增 广 路 必 ) G/F 中 增 广 路 
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(2) PP 雇 自 由 边 进入 下 ,以 匹配 边 离 开 下 , 刚 类 似 于 (1) 可 得 GVF 中 增 广 路 . 

(3) P 以 自由 边 进 入 和 离开 F. 由 定理 4. 10, 对 花 蒂 ww; 必 有 4-w 交错 路 9 且 最 后 一 条 
边 是 匠 配 边 , 此 时 ,如 图 4. 13(a)， 

P=P Pr Pp. 

青 细 分 为 下 面 三 种 情形 ， 

(30) @ 与 P* 相交 ,从 4 沿 名 旅行 最 后 离开 PP 或 P* 的 顶点 z 在 Pr 上 ,如 图 4.13(&)， 
I 分 日 为 全 十 Ba 分 PF 为 十 亡 : 则 Pr 十 人 8 十 Pi 是 G/F 中 的 增 广 路 . 

035) 8 与 P* 相交 ,从 # 沿 日 旅行 最 后 离开 P' 或 Pr 的 顶点 z 在 Pr 上 ,如 图 4.13(e) ,x 
分 8 为 @ 十 Ba 分 PP 为 Pi 十 Py 则 Pi 十 4 十 P* 是 G/F 中 的 增 广 路 ， 
(30) 中 与 Pa 不 相交 ,如 图 4 13(d) ,区 但 于 (3)， 证 毕 . 


图 4.13 ta) 情形 (3) 033 情形 (3 te) 情形 (3 情形 (3e) 


定理 4 1 和 定理 4.2 指 出 ,在 6 中 求 最 大 匹配 等 价 于 对 花 的 收缩 图 G/F 中 求 最 大 匹 
配 , 对 CG 而 谨 , 由 于 花 的 存在 ,使 求 增 广 路 过 到 障碍 ,对 G/F 而 言 ,由 于 花 被 收缩 ,正好 避 开 
了 这 一 障碍 . 于 二 , 求 增 广 路 的 计 程 是 ,开始 时 在 6 中 进行 ,一 旦 发 现 花 就 收缩 ,并 在 收缩 
图 中 继续 进行 (也 许多 次 收缩 ). 当 在 收缩 图 中 没有 增 广 路 时 ,原来 的 图 6 也 没有 增 广 路 ， 
则 当前 匹配 就 是 最 大 匹配 . 当 在 收缩 图 中 找到 增 广 路 时 ,由 打开 花 , 按 宗 理 4. 11 证 明 出 提 


增 广 路 , 记 盾 , 故 @ 与 忆 必 相交 . 设 忆 的 两 个 ML- 非 饱和 点 是 如 ,v0,8 的 两 个 必 鲜 P- 非 饱和 
点 是 ww 从 顶点 # 出 发 沿 日 旅行 ,与 P 的 第 一 个 公共 顶点 是 w: 则 ww 分 P 为 两 段 ,其 中 必 有 
一 段 以 ML 的 边 与 vw 关联 ,如 图 4. 14 中 的 w-ww 段 ,于 是 ,8 的 ww 段 十 P 的 ww 段 是 夫 4 出 
发 的 EM- 增 广 路 , 放 盾 。 证 毕 . 


图 4.14 严 与 如 证 好 由 地 匹配 示 章 图 


章法 4.5 花 一 一 求 图 的 最 太 匹 配 的 算法 
设 玉 是 8 二 (V8) 的 匹配 ,uw 是 非 饱和 点 ,6 是 6 相 玫 的 导出 有 向 图 , 则 中 以 4 为 慨 
的 外 向 树 了 了 对 应 4 中 以 a 为 恨 的 交错 树 7 了 ,在 T 中 车 ub 路 长 是 奇 ( 偶 ) 数 , 则 称 " 为 奇 


VOT) = FOT) 局 {j,k} 
ECT) = BOT) LU tere!} 
S= Ht)}, 
并 继续 生长 交错 树 ， 
情形 3 9 ES,jEE 5 二 (iy 办 全 BLT) ,如 图 4,16(4), 


(a) {by 
国 4.16 ta 发 现 花 P 0) 履约 比 耻 

此 时 得 唯一 圈 己 设 从 ; 沿 PGD 道 向 追踪 与 PGi) 的 第 一 个 公共 顶点 是 内 ,车 冲 一同 则 
vr 是 俩 点 ;车 br 关 击 则 好 (v5) 之 3, 而 奇 点 的 度 为 2, 故 也 为 偶 点 - 总 之 ,wr 是 偶 点 . 故 下 
是 花 ,w; 是 花 带 ,收缩 花 下 ,如 图 4, 16(4). 在 收缩 图 中 ， 丰 是 偶 点 且 其 它 项 点 的 奇偶 性 不 变 
在 收缩 图 中 继续 生长 交 铺 树 . 

情形 4 前 三 种 情形 都 不 出 现 ,此 交错 树 生长 结束 , 车 不 存在 另外 的 非 饱 入 点 ,当前 
匹配 是 最 大 匹配 ,否则 选取 男 外 一 个 非 饱 和 和 点 ,开始 另 一 个 交错 树 的 生长 过 程 ， 

例 4.10 从 图 4.7(e) 的 图 C 和 匹配 对 , 求 6 的 最 大 匹配 . 

选 非 饱和 点 与, 按 情 形 2, 得 交错 树 了, 如 图 4. 17(e) 的 实 线 部 分 ,虚线 为 不 在 了 的 边 . 


Va 


Ws 


{dy {ey {FF) 
4.17 ”用 算法 4.5 求 量 大 匹配 的 过 程 
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按 情形 3, 虚 边 Com) 连接 两 个 侦 顶 点 , 故 得 花 二 [mas 收缩 了 如 哆 
4. 17(4) , 邻 
0 人 G/F， Tl 全 T/R, 
按 情 形 3, 虚 边 (六 ,oa) 连接 两 个 得 顶点 ;i 故 得 花 瑟 = [fiyveswr]. 收编 ,如 图 
4 17{0), 今 
G2 全 G/F 人 G/F /FP TT/ ET/F/F, 
按 情形 1 ,在 6G; 有 增 广 路 
Eas var fa rb 
打开 户 , 并 从 顶点 羔 道 向 追踪 ,如 图 4. 1?7 (C4) ,得 中 的 增 广 路 
Le ,pes fis var tr rb). 
打开 上 ,并 从 顶点 ve 道 向 追踪 ,各 图 4. 17(e) ,得 中 的 增 广 路 
Eb Va sD Ds D6 7 D907 se | 


作对 称 差 得 新 的 匹配 ,如 图 4 17(J), 国 为 没有 非 饱 和 点 ,所 以 已 得 最 大 匹配 ， 
4.8 ”应 用 一 一 最 优 配对 问题 


在 例 4.2 的 配对 问题 中 若 再 考虑 工作 效率 ,应 如 何 配对 使 总 的 效率 最 大 ,这 就 是 最 优 
配对 问题 , 即 求 赋 权 阿 的 权 最 大 的 匹配 问题 ， 

容易 看 到 ,最 大 权 匹 配 未 必 是 最 大 匹配 ,而 最 大 匹配 可 视 为 每 条 边 的 权 都 是 1 的 最 大 
权 匹 配 ， 

注意 到 检 为 负 的 边 不 可 能 是 最 大 权 匹 配 中 的 边 ,因此 不 妨 假设 每 条 边 的 权 非 负 . 

设 图 5 = vy, 如 ) 是 赋 权 图 ,wte) 守 0Y¥ eE 了 .匹配 本 的 权 是 

wM} = Do {wte) le € NM). 
设 工 是 交错 路 或 交错 赠 , 则 称 
pL) = wh (| RH) ~ wl | MA) C4. 15) 

为 判别 数 , 这 里 再 一 BA- 

定理 4.13 设 对 是 赋 权 图 2 一 人 2 的 匹配 , 则 好 是 最 大 权 匹 配 的 充 要 条 任 是 对 所 
有 交错 路 和 交错 圈 研 都 有 p(L) 二 0. 

证 “必要 性 是 明显 的 . 今 证 充分 性 , 设 并 是 满足 条 件 的 匹配 , 邓 ' 是 任 一 个 匹配 . 作 子 
图 

全 (TV,N OD MY), . 

由 定理 4.1,8 过 通 支 是 本 也 上 下 交 铺路 生 交 国 册 此 二 条 件 导 出 et ) 委 w CM)， 
证 毕 ， 

定理 4.14 设 C= 《V7,5) 是 赋 权 图 ,MM 是 有 上 条 边 的 最 大 权 匹 配 ,二 是 判别 数 最 大 的 
增 广 路 , 则 必 田 工 是 有 (# 十 1) 条 边 的 最 大 权 匹 配 ， 

证 令 M 二 让 图 互 则 || 二 十 1 由 式 (4, 15)， 

pL) = wiM') — wiM). 
若 季 不 是 有 入 十 1) 条 边 的 最 大 权 匹 配 , 网 有 (5 十 1) 条 边 的 最 大 权 匹 写 时" ,使 
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ab(1 ad 考虑 子 图 
互信 (7 DM) 
的 连通 支 ， 
(1) 有 交 销 偶 轩 CC 
著 aC 门 下) -ae 站 1 人 0 则 于 力 C 是 有 上 条 边 的 匹配 ,县 权 大 于 io(W), 矛 
慎 . 
落 2tC 门 再) 一 te 门 1 二 0 则 于 四 CC 是 有 估 十 1) 条 边 的 忠 配 , 且 权 大 于 
atad) ,矛盾 ， 
所 以 we HM) 一 CC 站 一 和 小 
(2) 有 个 交错 路 P, 类 做 于 (1 可 得 
wtP NN WM) — wiPNN M)= 0, 
(3) 有 奇 交 错 路 ,其 中 两 个 端点 都 是 M- 饱和 点 的 设 为 P,Pi,…,P,; 两 个 端点 都 是 
对 - 非 饱和 点 的 设 为 人 ,全 多- 因为 1 囊 " | = [| 十 1 所 以 1 二 3 十 1 若 
wD, MN 再) — wePi (MN MD) wt (NN HD CO wt (| MH} > 9, 
时 (NM 龟 P) 龟 2 是 有 4 条 边 的 匹配 , 且 权 大 于 wl), 蔬 盾 . 车 
wlPi NM HB) ~ wlP; MN HM) + wtQ, NN WH) ~ wlQ NM) 0, 
则 CM 四 PP 四 你 是 有 引 十 1) 条 边 的 匹配 , 朋 权 大 于 wiM*), 政 盾 . 所 以 
wlP NY HB) — wtP NY M+ we@ () MH) wt (NM = 0, j= ,2 
还 剩 一 条 M- 增 广 路 处, 有 
HQ) = Ww) — wlM) > ww) — iM) = HL), 
此 与 工 的 假设 相 牙 盾 ， 证 毕 . 
下 面 用 5S 表 V 的 至 少 有 3 个 顶点 的 琳 基 数 顶 点 集 , 并 称 这 样 的 3 为 奇 集 ， 
引 理 4.15 对 图 C 的 任 一 匹配 寻 和 琳 集 58 生 r， 
Ha nN BOLSDI < Oe 
证 因为 术 作 BCO[S]) 是 6CL8] 的 匹配 ,县 8 是 奇 集 , 故 式 (4, 16) 成 立 ， 证 毕 - 
引 理 4. 16 ” 设 城 权 册 5 = (FV,8) 的 每 个 顶点 ?有 一 个 标号 *( 之 0, 每 个 奇 集 3 有 
一 个 标号 A(S) 六 0, 若 对 每 条 边 e 一 (Ci, 四 ,满足 


{4, 16) 


”xD) 十 x() 十 宛 A(S) > wbe), 《4. 17) 
全， 
则 对 & 的 每 个 匹配 六 有 
w(M) SE ai) + 人 3) 他 二 (4, 18) 
iEr 
证 式 (4. 17) 对 杠 的 所 有 边 求 和 ,有 
2 < DiCD 十 Dns), (4. 19) 


其 中 右 端 第 一 个 机 式 对 所 有 M- 侈 和 点 i, 第 二 个 和 式 对 所 有 奇 梨 3 县 有 匹配 边 在 
5KG[S]) 中 , 对 这 样 的 预 点 集 8ya(Sy 至 多 出 现 具 一- 二 工 次 , 故 从 式 (4. 19) 推出 式 (4. 18). 
94 


证 毕 . . 
由 引 理 4. 16 直接 推出 
定理 4.17 设 必 是 赋 权 图 6 = (V,E) 的 下 本 全 在 满足 式 (4. 17) , 且 


wlM) 一 Dr + pp HCS) ， SI (4. 20) 
则 对 是 最 太 权 匹配 ， 
由 此 , 找 最 大 权 踪 本 转化 为 如 何 构造 标号 x,x 的 问题 . 
今 对 每 条 边 。 二 (i,) 主义 标号 
te) 一 we) — A aD — > p08), (4.21) 


# 曾 六 
rE RoC] 


则 在 下 列 条 件 下 定理 4. 17 的 条 件 得 到 满足 ， 

(CI) le) 0 e EF, 

(Ty) (lle) = 0, ee MM, 

《HH) x0) = 二 0, i 是 MM- 非 饱 相 点 ， 

CWNY pc) = D0, 当 IH 人 NN BCC | Oe E 人 1 换 言 之 ; 若 405) 守 0 则 和 门 BCG[S1) 
是 6[5j 的 最 大 匹配 . 

算法 的 基本 思想 是 构造 一 系列 满足 条 件 (I ),(EH) 和 (wy 的 匹配 ,使 不 满足 CE) 的 
顶点 数 递减 ,最 后 达到 全 部 四 个 条 件 都 满足 ,从 而 求 出 最 大 权 匹 配 . 


算法 4.6 求 最 大 权 匹 配 的 算法 
设 和 = 五) 是 典 权 图 ,we 空 0YeE 辟 
第 1 步 ”初始 匹配 则 = 好 , 令 
AtS) = 0, 当 六 为 奇 集 ， 
xti) = maxwli, 7), iEF, (C4. 22) 
这 伴 的 选择 自然 满足 条 件 (1), 17 和 (CND). 令 
= {e € Blite) = 0}, 
并 称 0, 二 (FV; 碎 ) 为 相等 子 图 - 
第 2 步 ”车 条 和 件 (LE) 满足 , 则 是 最 太 权 匹配 . 否则 选 撞 机 - 非 饱 和 点 r 且 x(7) > 0， 
第 3 步 ”用 4.7 的 方法 在 4 中 构造 以 > 为 根 的 交 铺 树 思 .在 等 一 步 ,用 包 表 包 的 
收缩 图 , 若 得 到 包 中 增 广 路 P, 转 第 4 步 . 若 对 所 有 非 包 和 点 都 没有 增 广 路 , 转 第 5 步 . 
第 4 步 ”信和 MM 一 MBP. 因为 s(n) >>0， 所 以 对 新 的 匹配 MM, 使 a0) > 09 的 非 饱 相 
点 至 少 减 一 个 
返回 第 2 步 ， 
第 5 步 ”车 有 偶 点 j 使 +0) 一 0, 转 第 6 步 , 否 则 转 第 7 步 ， 
第 6 步 ”存在 r 到 了 的 偶 交 错 路 吕 , 令 
M= MODY, 
因为 #07) 一 0,x(7) 之 0, 所 以 不 满足 CE 的 顶点 数 减少 一 个 ， 
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返回 第 2 步 . 
第 ?了 步 修改 Ts 如 下 ， 
0) = he 一 5 了 是 侦 正 党 点 或 含 于 侦 收 缩 点 ， 4. 23) 
WT lz) 十 四 ;是 奇 正常 点 或 合十 奇 收缩 点 . 


AP 一 2e， ; 是 奇 收缩 点 点 ， 


其 中 正常 点 为 图 如 的 项 点 ,收缩 点 上 是 对 应 花 癌 的 点 ,并 且 => 0 的 选取 应 使 
fos yet€B, 
AtS) 沪 0 YY 奇 集 5， 
x YiEF. 
(车 = G5,)) E€ 人 Ei 是 侦 标 导 ,j 末 标号 , 则 由 式 (4. 23) .应 有 
whe) & (ali) 一 号 十 wz) 十 2745), 


即 
tA (le), (4, 25) 
(2) 若 。 = (i,j) € NB, 和 j 都 是 偶 标 号 , 则 由 式 (4. 23) 应 有 
wle) S (sD) — + (a) 一 口 十 Dads), 
即 
2 SO— ile). (C4, 26) 
(3) 若 ;是 俑 正常 点 或 含 于 个 收缩 点 , 则 由 式 (4. 323) 应 有 
tA A). (4, 27) 
(4) 车 i 是 奇 收缩 点 , 则 由 式 (4. 24) 应 有 | 
22 < pA Fi). C4. 28) 


因此 ,t 的 选取 应 是 满足 上 面条 件 (1) ~ (4) 的 尽 可 能 大 的 值 , 当 取 定之 后 ,有 三 种 情形 . 
情形 1 若 (1) 或 (2) 取 等 号 , 则 烙 改 后 的 标号 Le) = 0, 故 这 样 的 边 都 成 为 相等 于 图 
的 边 ,返回 第 3 步 ， 
情形 2 车 (3) 取 等 号 , 则 <G) 变 为 零 , 且 存在 + 到 的 偶 交 错 路 ,返回 第 6 步 . 
情形 3 若 (4) 取 等 号 , 则 AR) 变 为 零 , 此 时 打开 收缩 点 i. 因为 ;是 坷 点 , 故 在 交错 树 
7 中 关联 于 ;的 边 只 有 两 条 ,一 条 匹配 边 m, 一 条 自由 边 ae ,如 图 4. 18(a). 


| Bs 


(Ca) (by (ce) 


图 4.18 在 情形 3 打开 奇 收缩 点 


注意 到 在 打开 i 之 前 ,算法 第 4 步 和 第 6 步 已 经 作 过 对 称 差 而 得 到 新 的 匹配 ,因此 在 
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打开 ;之 后 应 改变 品 中 原来 的 匹配 , 为 此 , 设 o 与 书 中 预 点 ;关联 ,e 与 斑 中 顶点 夺 关联 ， 
从 顶点 了 到 花 赣 ”的 偶 变 错 路 为 工 ,如 图 4. 18(2). 

作对 称 差 娃 鲜 工 , 如 图 4. 18(e). 并 删 去 瑟 中 不 经 过 顶点 7 的 纪 了 交错 路 ,如 图 4 18(c) 
中 庶 线 标明 的 交错 路 , 击 此 即 得 打开 奇 收 缩 点 半 后 的 交错 树 . 返回 第 3 步 . 

例 4.1! 给 出 下 列 赋 权 完全 图 


试 求 最 大 权 匹 配 ， 
开始 设 性 = 应 .以 * 表 偶 点 ,和信 表 奇 点 ,未 标 者 不 在 当前 交错 树 中 . 
由 式 (4. 22) 得 初始 顶点 标号 ,如 表 十 4， 


惠 4.14 
妆 2" 
所 2 
wa 
了 fi 
《ea (6) 
_ 图 4.19 
作 相 等 子 图 6 如 图 4. 19(a) ,0 的 最 大 匹配 是 
MM= {(1,3)}, 
收编 花 互 二 了 1,3,41; 如 图 4. 19t4) 
修改 标号 如 下 : 


由 条 件 (4. 26), 92e 所 一 1(2,4) 二 (2) 十 x 一 ww(2,4) 一 1， 
Ze EE— 2,3) = x(2) + (8) — w(2,3) = 2, 
击 和 条件 (4. 27)，* < mmin {rr(1) ,rwC2) ,mC(3) ,rd)} = 1.5, 
所 以 z* 一 小 5. 接 式 (4 23) 和 式 (4. 24) 得 顶点 与 奇 集 玉 的 祭 导 如 表 4. 5， 
调整 标 导 后 其 1,2)》 == 2,4) 一 0, 故 边 (1,2) 与 囊 4.5 
(2,4) 加 入 相等 子 图 中 . ， uC) = 1 
在 收缩 图 中 得 最 大 匹配 ,如 图 4. 20(o)- 
打开 户 如 图 4.2000) 或 (o). 由 (人 ,最 太 权 匹配 


是 
{C1,3),(2,4)}. 
由 《0) ,在 中 顶点 上 到 花 闵 4 的 交错 路 ,经 对 称 佐 
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得 图 4. 20(4) , 故 得 最 大 权 匹 配 


四 {1,2),. (3,4)}. 
2 2 2 - 2 
| 二 4 . 
A 3 Ff 下 
(a) (Cb) te} «dd) 
图 4.20 
习 题 四 


4.1 设 必 是 图 G 的 匹配 ,车 W- 非 饱和 点 至 多 一 个 , 则 好 是 最 大 匹配 . 
4.2 图 G = WW,B) 的 任意 两 个 最 大 匹配 都 能 用 对 称 差 从 一 个 得 到 另 一 个 . 
4.3 给 定 图 G, 两 个 人 做 游戏 ,在 图 2 上 依次 交错 选 点 ,其 规则 是 
(1) 第 一 次 选 点 任意 ， 
(2) 从 第 二 次 选 点 开始 ,每 次 选 点 必须 与 紧 前 选 点 相 邻 ， 
(3) 当 无 法 选 点 时 终止 ， . 
《4) 选 得 最 后 一 点 者 为 胜 ， 
试 证 先 选 者 必 胜 的 充 要 条 件 是 6 没有 完美 匹配 ，  ， ， 
44 ”在 图 4.21 中 给 定 图 9 的 匹配 MCGM 的 : 
边 用 粗 线 表 示 ) , 试 由 定理 4 2 求 最 大 匹配 ， 
4.5 证 明 没有 桥 的 3- 正则 图 有 完美 匹配 . 
4.6 习题 45 的 结论 若 去 掉 条 件 * 没 有 和 ” 
则 不 成 立 , 试 举例 说 明 ， 
4.7 对 任意 正 整数 上 > 1, 存 在 没有 完美 区 图 4.21 图 台 的 匹配 订 
配 的 * 正 则 图 ， 
48 设 了 是 树 , 巾 ?有 完美 匹配 的 充 要 条 件 是 
oo( 了 一 2 一 1,acF(7)， 
4.9 ”证明 树 至 多 一 个 完美 匹配 ， 
4 10 证明 立方 有 完美 匹配 . 
-11 设 0 是 (4 一 1)- 边 连通 的 & 正 则 图 , 且 |VC6)| 是 代数 , 则 6 有 完美 正 配 ， 
.12 (nm) 图 6 的 最 大 匹配 的 边 数 是 :二 ,其 中 
maxton(G 一 人) 一 18|)， 
4.13 太 正 则 偶 图 信 >> 0) 有 完美 匹配 . 
4.14 举例 说 明定 理 4 7 中 的 条 件 " 偶 图 ”不 能 去 掉 ， 
4.15 设 机 ,dd 是 S 的 子 集 ,如 果 每 个 子 集 机 任 选 一 元 环 E 机 ,使 sa 互 
不 相同 , 则 称 {o ，…er} 为 子 集 入 {41,… ,4s} 的 一 个 代表 系 .证 明 {4 ,，…, 如 上 有 代表 系 的 
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-3 
ht 


下 


充 要 条 件 是 对 任意 的 dE {1 ,2 mn} 都 有 


{U4 | [21 
有 E。 . 
4.16 设 4 是 凡 1 甜 阵 , 则 划 去 所 有 堆 元 素 所 需 横 竖 线 的 最 少 条 数 ,等 于 不 同行 不 同 


列 的 零 元 素 的 最 大 数目 . 

人 17 设 4 二 (XX, 了 ,8) 是 偶 园 , 则 8 的 最 大 匹配 的 过 数 是 

全 | 一 max{t ls| 一 I7CS)1}. 

418 设 0 一 (TB 是 简单 但 图 ,1 一 1 了 | 一 和 18 > 入 一 1)r 则 如 有 边 数 为 
上 的 匹配 . 

和 419 设 C= 一 (了 ,3) 是 偶 加 光一 下 UT, 和 好: 是 二 个 匹配 , 则 存在 匹配 对 仑 
对 U 对 ,使 好 饱和 所 有 由 六 也 和 的 瑟 的 项 点 和 所 有 由 1 也 和 的 工 的 顶点 ， 

4.20 设 导 是 图 0 的 匹配 , 则 存在 最 大 匹配 MM* 使 ML" 孢 和 所 有 如 已 各 点. 

4.21 设 otv) > 0 则 必 有 最 大 匹配 饱和 

4.22 分 配 六 人 作 六 件 工 作 如 下 表 ,“1” 表 胜任 ,“0” 表 未 胜任 ,能 否 使 每 个 人 都 作 他 
能 胜任 的 工作 ? 


4.23 ”有 七 人 去 应 聘 五 件 工作 如 表 所 示 ,…1" 表示 愿意 应 聘 ,“0” 表示 不 愿意 应 聘 . 问 
最 多 能 有 多 少 人 被 应 聘 ? 设 初始 匹配 为 多 . 


4.24 设 0= (下 ,7 ,8) 是 侦 图 ,车 存在 : 实 1 使 
(1) ds) rE 
(2) dy) Et EF; 
则 GG 有 匹配 人 饱和 革 的 所 有 顶点 . 
4.25 设 口 一 ( 瑟 了 ,B) 是 偶 图 ,着 B 关 凶 , 对 任意 rEX 和 yE€E 了 都 有 d(x) 汪 yy， 
EE 


则 有 匹配 和 饱 种 瑟 的 所 有 顶点 ， 
4.26 设 图 6= ,5 三 FF, 若 六 的 任意 西 个 顶点 部 不 相 邻 ， 网 称 > 为 独立 集 . 试 
证 ,ww 是 独立 集 的 充 要 条 件 是 Fw 是 和 的 覆盖 . 
4.27 图 2 的 最 小 履 盖 的 顶点 数 称 为 覆盖 数 , 记 为 ,最 大 独 立 集 的 顶点 数 称 为 独立 
数 , 记 为 页, 试 证 
om 十 局 一 IPCO)|. 
4.28 设 图 CC= (4P ,5,SCEB, 若 每 个 项 点 都 与 8 的 一 条 边关 联 , 则 称 8 是 一 个 边 覆 
盖 . 边 数 最 少 的 边 材 盖 称 为 最 小 边 覆 盖 , 其 元 素 个 数 称 为 边 覆 盖 数 , 记 为 a. 最 大 匹配 所 合 
边 数 称 为 匹配 数 , 记 为 记 . 试 证 
PB Poa 
4.29 ” 设 图 如 二 (FV,B) 没有 孤立 点 , 则 
a 二 P= |r|. 
4.30 设 6= 中 ,8 没有 扳 立 点 , 癌 如 何 从 最 大 匹配 构造 最 小 边 材 盖 ? 如 何 从 最 小 边 
覆盖 求 最 大 匹配 ? 
4.31 设 2 是 没有 孤立 点 的 得 图 , 则 
om 一 al 和 一 月 
4.32 设 3 是 图 6 的 边 噬 盖 , 则 &8 是 最 小 边 团 盖 的 充 要 条 件 是 ,8 不 含 长 大 于 等 于 3 
的 路 ， 
4.33 设 图 6 = (F ,86),5GGTV, 若 OG[8] 是 完全 图 , 则 称 太 是 5 的 一 个 团 ,有 个 顶点 
的 团 称 为 #* 团 , 有 /个 顶点 的 独立 集 称 为 1 独立 集 , 拉 姆 瑟 数 (to 是 具有 下 述 性 质 的 最 小 
正 整 数 ， 
(CD) rd) 一 ?ty1) = 1; 
(2) 7(20 = ty rk 2) = ho, (kl 2) 
(3) 当 二 次 2 车 P0EE 一 1) 与 ? 直 一 上 存在, 如" 也 存在 且 
PIA) Er m1) ri), 
当 T(kt 一 1) 与 rt# 一 1, 人) 都 是 整数 时 ,上 式 的 不 等 号 是 严格 的 , 试 证 任 一 至 少 有 ?tt,5 个 
顶点 的 简单 图 ,或 者 含有 团 ,或 者 含有 :! 独立 集 ， 
4.34 证明 
ki—2v 
rgd) <| _ | | 
4.35 ”在 习题 1. 12 中 的 几 个 命题 实际 上 是 拉 姆 瑟 数 问题 , 试 证 : 
rt3,3) 一 6,r(3,4) = 9,7(3,5) 一 14,r(4,4) = 18. 
4,36 证 明 r(kDD 二 7k), 
4.37 设 如 是 不 含 三 角形 的 简单 图 , 则 
隋 而. 
4.38 。 当 上 闪 3 时 ,Ch > E2 


4.39 证明 ?G0) > ww, 这 里 二 min 信 必 守 2. 
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4. 40 ”用 可 行 顶点 标号 法 求 最 优 分 配 ,已 知 


4.41 (1) 如 何 用 可 行 顶点 标号 法 求 同 权 完全 偶 图 的 最 小 权 完美 匹配 ? 
(2) 用 (1) 的 方法 求 最 小 权 完 美 匹配 ,已 知 


Ts 才 5 
4, 42 ”如 图 4. 22, 出 算法 4.4 求 最 大 匹配 ， 


图 4. 22 
4. 43 ”利用 算法 4.5 求 图 4.22 的 最 大 匹配 . 
4, 44 ”利用 算法 4.5 求 最 大 权 匹 配 ,已 知 


居 因 团 因 因 四 四 
证 团团 四 国 团 
sslaslsslza 
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4. 45 


4. 46 
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利于 算法 4.6 求 最 大 权 匹 配 ,已 知 


(1) 试 修改 算法 4.6 以 求 岷 权 完 全 图 的 最 小 权 匹 配 ， 
(2) 试用 (1) 的 算法 求 最 小 权 匹 配 , 已 知 


第 五 章 ”平面 图 及 其 应 用 


$ 5.1 ”平面 图 和 可 平面 图 


例 5.1 相传 有 个 国王 临终 把 国土 分 成 五 块 , 分 给 五 个 儿子 .五 个 儿子 在 各 自 的 领地 
建 一 王宫 ,要求 名 王宫 有 路 直通 而 不 交叉 . 这 五 个 儿子 的 要 求 能 办 到 吗 ? 

若 把 王宫 作为 顶点 ,王宫 之 人 向 的 直通 路 当 作 边 , 则 阿 题 是 :五 个 项 点 的 完全 图 As 能 画 
在 平面 上 ,使 各 边 在 不 是 顶点 处 都 不 相交 吗 ? 

例 5.2 一 个 古老 的 问题 ,据说 有 相距 不 远 的 三 户 人 家 和 三 口 并 , 欲 修 路 使 三 户 人 家 
各 自 与 三 口 井 直通 , 面 这 些 路 互 不 交叉 ,能 办 到 吗 ? 

把 三 户 人 与 三 口 井 当 作 顶点 ,三 户 人 家 各 自 到 三 日 井 的 直通 路 作为 边 , 则 问题 是 : 完 
全 侦 图 Kxs 能 画 在 平面 上 ,使 各 边 在 不 是 顶点 处 都 不 相交 吗 ? 

例 5.3 在 现代 ,印刷 电路 的 使 用 是 很 普遍 的 . 一 块 印刷 电路 板 可 视 为 画 在 平面 上 的 
一 个 图 . 面 常常 遇 到 的 问题 是 如 何 设计 印刷 电路 ,用 图 论 的 语言 , 即 怎 样 的 图 才能 郴 在 一 
张 平 面 上 使 各 边 在 不 是 项 点 处 都 不 相交 ? 

定义 5.1 车 能 把 一 个 图 6 的 图 形 画 在 曲面 5 上 ,使 图 的 边 在 顶点 之 外 部 不 相交 ，, 则 
称 图 4 可 堪 人 曲面 8. 可 嵌 人 平 而 的 图 称 为 可 平面 图 , 否则 称 为 不 可 平面 图 . 已 经 说 人 一 
张 平面 的 图 称 为 平 曾 图 ， 

从 定义 即 知 ,可 平面 图 就 是 同 构 于 一 个 平面 图 的 图 . 
例 54 图 5.100 的 图 0 是 可 平 曾 图 ,因为 它 可 以 画 在 平面 上 如 图 5.1(6), 或 者 说 
(a) 的 图 同 构 子 (6 的 平面 图 ， 


2 


图 5.1 可 平面 图 和 平面 图 | 
定义 二 2 设 8 是 平面 图 ,6 的 一 个 面 是 由 6G 的 边 所 围 成 的 一 个 封闭 区 域 ,该 区 域内 
的 任 二 点 都 有 一 条 曲线 相连 接 ,上 且 此 曲线 不 遇 的 任何 边 和 顶点 . 界定 一 个 面 的 所 有 过 称 
为 该 面 的 边界 ,边界 中 的 边 数 称 为 该 面 的 度 , 并 规定 括 在 计算 度 时 算 作 两 条 边 . 对 于 而 / 
的 边界 上 的 一 条 边 。, 也 称 e 是 了 的 一 条 边界 . 面 了 的 冉 线 是 由 面 了 的 边界 构成 且 把 而 了 包 
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会 在 内 的 图 . 两 个 面 若 有 公共 边 则 称 它们 想 令 . 一 个 面 与 它 的 边界 上 的 边 和 点 称 为 相关 
联 . 

每 个 平面 图 恰 有 一 个 无 界面 , 称 为 外 部 面 , 其 余 的 面部 是 有 界面 , 称 为 内 部 面 . 

由 定义 ,外 部 面 没有 周 线 , 内 部 面 者 有 一 条 辕 线 . 

例 5.5 图 5.2 的 平 画 图 有 了 四 个 面 :人 ,fr 广 相 fi 其 中 疙 是 外 部 面 , 其 余 为 内 部 面 . 各 


面 的 度 , 边 界 和 周 线 如 表 5. 1. 
家 5.1 


OOF CL 


Lib | 10s 
EN0 达 10 


IT SE 没有 周 线 


€o 


图 5.2 


定理 5.1 设 6 是 平面 图 ,; 则 
Sac) = 215(0)], (5. 1) 


TE PFI! 

其 中 F(0) 只 8 的 所 有 面 的 集 ,4d(J) 表面 了 的 度 . 

证 ”不 是 刁 的 边 正好 在 两 个 面 的 公共 边界 上 , 面 桥 在 同一 个 面 内 按 规定 计算 两 次 ， 
因此 在 计算 面 的 度 时 ,每 条 边 刚 好 重复 一 次 , 故 式 (5, 1) 成 立 . 证 毕 : 

式 (5. 1) 类 似 于 第 一 章 的 式 (1, 1). 并 如 间 推 论 1.2, 从 定理 5 1 直接 导出 下 面 的 推 
论 . 

推论 5.2 ”平面 图 中 吞 度 面 数 必 为 偶数 

定理 5.3 设 6 是 平面 图 , 则 《4 的 所 有 内 部 面 的 周 线 构成 固 基 ， 

证 ”车 CG 没 有 内 部 面 ,定理 自然 成 立 ， 

假设 对 具有 (一 DC 之 1) 个 内 部 面 的 平面 图 定理 成 立 . 今 设 6 是 有 + 个 内 部 面 的 平 
面 图 , 车 这 些 内 部 面 互 不 相 邻 ,其 周 线 自然 构成 图 基 . 车 内 部 面 了 与 1 有 公共 边 6, 则 6' 会 
0 一 e 是 有 (一 1) 个 内 部 面 的 平面 图 . 由 归纳 假设 ,0 的 周 线 构 成 圈 基 . 现在 在 好 中 回复 
边 e 得 G, 则 由 方 与 产 的 二 条 含 边 的 周 线 代 蔡 了 在 名 的 不 含 边 e 的 一 条 周 线 , 从 而 得 到 
0 的 :条 周 线 . 容易 看 到 和 如 的 这 上 条 周 线 是 独立 的 ,并 且 ,C 的 任 一 赔 都 能 由 其 线性 表示 , 因 
此 @ 有 上 条 周 线 构成 的 加 基 . 证 毕 . 

定理 5.4 平面 图 可 以 谋 人 平面 使 任 一 个 有 界 征 成 为 无 界面 . 

104 


证 ” 设 / 是 一 个 有 界面- 现 将 平面 图 典 入 球面 , 选 了 内 的 一 个 点 作 北 极 , 并 作 和 平面 切 
于 南极 ,然后 向 该 切 平面 作 球 极 投影 , 则 该 平面 图 已 嵌 人 平面 且 了 成 为 外 部 面 ,， 证 毕 . 


8 5.2 Euler 公式 


定理 5.5 设 6 是 连通 平面 图 , 则 
FI) — ja 十 RCI 一 和 (5, 2) 
证 ”由 定理 5.3,6 的 (FO)| 一 1) 个 内 部 面 的 周 线 构成 圈 共 , 即 只 C) 
|F(G)| 一 1, 再 由 第 三 章 式 (3. 5) 即 得 式 (5.2)。 证 毕 : 
式 (5.2) 称 为 Euler 公式 , 它 是 数学 的 经 典 公式 之 一 . 
推论 5.6 设 避 是 平面 图 , 则 
iVo | 一 |B8 十 |FCG = 一 ok) 十 ]， (5. 3) 
证 设 灾 的 连通 支 是 CaiG 刚 
FEGD 1 一 [B07) | + [FD| 一 2 一 2 
上 面 % 个 等 式 相 加 得 
[Fe)| IE 十 [FOO + Co 1) = 2%, 
整理 即 得 式 (5, 3}， ”证 毕 . 
定理 5.7 设 和 是 简单 连通 平面 图 ,Fie)| 六 3, 每 个 面 的 边界 至 少 含 二 条 边 , 则 
这 
证 ” 作 侦 图 名 ;顶点 集 久 对 应 6 的 面 ,顶点 集 了 对 应 6 的 边 ;z" E X 与 y* 了 相 邻 ， 
当 且 仅 当面 * 与 边 y 关 联 , 则 
KIFOO | 所 86 1 & Daf). 


JEPIOY 


把 式 (5. 1) 和 Euler 公式 代入 上 式 即 得 式 (5. 4}， ”证 毕 ， 

推论 5.8 ” 瑟 是 不 可 平面 图 , 即 例 5. 1 的 问题 的 答案 是 否定 的 . 

证 ”Ks 的 每 个 面 至 少 含 3 条 边 . 将 上 = 3, 1B8CKRS)| 一 10, PFCRs)| 一 5 代 人 式 45. 4) 
的 右边 不 等 式 得 10 专 9 矛盾. 证 毕 ， 

推论 5.9 大 :是 不 可 平面 图 , 即 例 5.2 的 问题 的 答案 是 否定 的 ， 

证 KK 不 含 奇 图 , 故 六 的 每 个 面 至 少 有 4 条 边 , 将 上 一 4,18(K3.s)| 一 9， 
IFCE) 二 6 代入 式 (5.4) 的 右边 不 等 式 得 9 委 8, 天 盾 . 证 和 毕 . 

定理 5.10 设 0 是 篇 单 平面 图 ,|P(G)| 六 3, 则 

[EC0) | 所 3|F(CO)1 一 6， {5.5) 


IP(O)| < | | 《7(G)| 一 2). (5. 4) 


(习题 5. 3). 

定义 5.3 称 @ 是 极 大 可 平面 图 ,如 果 是 简单 可 平面 图 , 且 C 的 任 二 不 相 邻 预 点 附 
加 一 条 边 即 成 为 不 可 平面 图 ， 

例 5.6 Ks 性 去 一 边 的 图 如 图 5. 1, 是 可 平面 的 ;又 由 推论 5.8,Ks 是 不 可 平面 的 ,所 
以 Ks 尾 去 一 过 的 图 是 极 大 可 平面 图 ， 

定理 5$.11 设 8 是 极 大 可 平面 图 ,JVCO)| 守 3, 则 6 的 每 个 面 都 是 三 角形 且 

[EO)| 一 SFCG)| — 6, (5, 6) 
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[PKG)| = 2 一 4， (5. 7) 
(习题 5.7). 
定 闵 5.4 设 6 是 简单 连通 图 ,车 能 把 6 嵌入 平面 使 0 的 所 有 顶点 在 同一 个 面 上 , 则 
称 台 是 外 可 平和 莘 的 . 若 4 是 外 可 平面 的 , 且 任 二 不 相 邻 顶点 附加 一 条 边 即 成 为 不 外 可 平面 
的 ; 则 称 6 是 极 大 外 可 平面 的 . 
定理 5.12 设 8 是 外 可 平面 图 ,和 (0)| 之 2, 则 


jE | R20) | 一 3. : (5. 8) 
证 ”车 6 没 有 有 界面 , 则 6 是 树 , 故 
[ECO}| = IVCG)| 一 ]， 
式 (5.8) 自然 成 立 . 若 2@ 有 有 界面 , 则 dt/) 之 3, 故 
2|ECO| = DY dD $FON| 1) + IF ), (5. 9) 


再 由 Euler 公式 ,FCO)| = |8C0)| 一 |F(O) | 十 2, 代 入 式 (5.9) 即 得 式 (5.8)， 证 毕 . 
定理 5.13 设 C 是 极 大 外 可 平面 图 ,VCO)| 宇 2, 则 G8 的 面 除 一 个 外 痢 是 三 角形 ,县 
[B80 | 一 21PCO)| 一 3， 《5. 10) 
1F(G)| = VG)| 一 上 《5. 11) 
证 ”车 5 没有 有 界面, 则 - 
[Fo] = 2, [EC(O) | = 1，|FCG)I = 1, 
式 (5. 10) 与 (5. 11) 自然 成 立 . 著 有 有 界面 , 则 d(f) 污 3. 理由 极 大 性 ,4(f) = 3. 即 所 有 内 
部 面 都 是 三 角形 , 此 时 , 式 (5.9) 成 为 等 式 ,再 由 Euler 公式 , 即 得 式 (5.10) 与 (5.11)， 
证 毕 . 
由 定理 5. 11, 极 大 平面 图 是 球面 的 一 个 三 角 齐 分 . 由 定理 5. 13, 极 大 外 平面 图 是 多 边 
形 的 一 个 三 角 剖 分 . 
例 5.7 有 6 个 顶点 的 极 大 外 平面 图 ,是 六 边 形 的 三 角 齐 分 ,由 此 可 和 性 6 个 顶点 的 所 
有 极 大 外 平面 图 ,如 图 5. 5， 


图 5.3 86 个 顶点 的 所 有 极 大 外 平面 图 
8 5.3 Kuratowski 定理 


研究 平面 图 的 一 个 惠 要 问题 就 是 如 何 判定 一 个 芽 是 不 是 可 平面 的 . 由 于 图 的 连通 支 
是 图 的 人 极 大 连通 子 图 , 遍 以 一 个 区 可 平面 , 当 且 仅 当 各 连通 支 都 可 平面 . 由 于 连通 图 的 
决 - 分 离 点 图 是 树 , 所 以 一 个 图 可 平面 , 当 且 仅 当 各 块 都 可 平面 . 但 是 , 块 的 可 平面 性 如 
何 判 定 呢 ?这 里 并 未 解决 , 关于 图 的 可 平面 性 判定 ,最 早 是 由 Kuratowski 给 出 的 5 
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定 光 5.5 在 图 如 的 边 人 zz) 上 添加 个 顶点 如 82 史记 1) ,而 使 边 tu,w) 变 为 

(十 1) 条 边 
{ur CV da Cy) 
则 称 为 对 边 (w,v) 的 加 细 . 两 个 图 称 为 同 及 的 ,好 果 其 中 一 个 图 是 另 一 个 图 的 加 细 图 . 

容易 看 到 ,图 8 可 平面 , 当 且 人 私 当 8 的 加 细 图 是 可 平面 的 . 由 于 KKs 与 is 不 可 平面 ,二 
此 ,Ks 与 Ks,3 的 加 细 图 也 是 不 可 平面 的 , 换言之 ,一 个 图 若 有 同 肪 于 天, 或 天 .3 的 子 图 , 则 
该 图 不 可 平面 . 有 反 过 来 ,不 可 平面 图 是 否 一 定 包 会 同 胚 于 Ks 或 Ka 的 子 图 ?Kuratowski 作 
出 了 肯 央 的 回答 . 

定理 5. 14(Kurarowski 定理 ) 一 个 图 是 可 平 曾 的 充 要 条 件 是 5 没有 同 肪 于 Ks 或 Rs,， 
的 子 图 ， 

证 ”必要 性 已 证 , 今 证 充分 性 , 用 反 证 法 . 设 6 是 具有 下 列 性 质 的 边 数 最 少 的 图 :不 
可 平面 , 且 没 有 同 脏 于 Ks 或 Ks 的 于 图 . 先 证 明 若 十 结论 是 方便 的 ， 

(1) 由 边 数 最 少 推出 8 是 一 个 所 ,$4G) 汪 3 且 任 去 如 的 一 边 都 变 为 可 平面 的 . 

(2) 设 m 一 (me E BO , 则 6 一 ee 有 图 含 z 与 加 不然, 由 定理 2. 10,u 与 am 在 
G 一 @ 的 不 同 块 中 , 故 8 一 so。 有 分 离 点 如 ,ww 在 每 一 条 w-ww 路 上 . 如 果 一 eo 中 没有 边 
Co 钵 Geyao) 刚 语 加 它们 构成 图 豆 , 且 由 ,加 仍 在 五 的 不 同 抉 中 ,例如 吾 和 亚 . 因 为 总 
和 二 B 的 边 都 少 于 6G 的 边 ; 所 以 互 或 者 可 平面 ,或 者 有 同 肪 于 天 或 天 的 子 图 . 如 果 可 有 
于 图 同 腑 于 Ks 式 Ea,3, 则 用 6 一 ew 中 的 ww-w 路 代 蔡 Cao,w) 得 到 4 的 子 图 同 及 于 天 s 或 3， 
牙 盾 .因此 如 可 平面 , 同 理 束 可 平面 . 由 定理 5, 4,B, 条 B; 都 可 以 画 在 平面 上 使 Co,an) 机 
《yao) 在 外 部 面 的 边界 上 . 于 是 ,在 互 漆 加 边 es 仍 是 可 平面 的 ,再 去 掉 Cz) 和 人 am) 即 
得 @, 从 而 如 也 可 平面 ,了 矛盾 . 故 结论 (2) 成 立 . 

把 0 一 0 了 幅 入 平面 ,并 设 C 是 合 w 与 vw 的 图 中 含有 面 数 最 多 的 一 个 车 , 指定 C 的 一 个 
方向 ,并 用 CLu,w] 表示 在 图 CC 上 沿 指定 方向 从 # 到 #» 的 路 , 当 4v 在 C 上 不 是 # 的 紧 后 顶点 
时 ,用 CCz,5) 表 示 Ciu,v] 去 掉 4 相 sv 之 后 的 子路 .在 CC 外 的 顶点 的 导出 子 图 称 为 C 的 外 部 ， 
外 部 的 连通 支 称 为 外 部 支 . 末 个 端点 都 在 某 一 个 外 部 支 以 及 一 个 端点 在 该 外 部 支 而 另 一 
个 端点 在 & 上 的 所 有 边 导出 子 图 称 为 一 个 外 片 . 类 似 可 定义 5 的 内 部 ,内 部 支 和 内 片 . 外 
片 或 内 片 若 含有 2 上 的 顶点 则 称 为 与 心 接触, 而 该 顶点 称 为 接触 虚 . 一 个 外 片 或 内 片 若 与 
C5) 和 Co 都 接触 , 则 称 为 分 离 a-v. 

(3) 每 一 个 外 片 恰 有 2 个 接触 点 且 分 离 wo-vo. 

因为 8 ~ eo 连通 , 且 没 有 分 离 点 ,所 以 每 个 外 片 至 少 有 2 个 接触 点 . 一 个 外 片 不 能 与 
Cluswo) 或 Go 有 名 于 一 个 的 接触 点 ,不 然 , 将 有 一 个 信和 和 mm 的 加 而 包 含 的 面 数 更 
多 ,矛盾 . 故 结论 (3) 得 证 ， 

《4) 存在 内 片 分 离 mw-a, 不 然 ,所 有 内 片 都 与 边 @w 不 相交 ,故人 (0 一 eo) 十 eo 即 6 可 平 
面 , 矛 盾 . 

(5) 存在 外 片 分 离 ar-po, 它 与 Ce my) 在 接触 ,与 CCw ,ww) 在 mm 接触 ,使 得 存在 内 片 
分 离 w-wo, 也 分 离 z-o1, 不 然 , 将 分 离 m-mm 的 内 片 编号 :从 由 沿 C 第 一 个 届 到 内 片 的 接触 点 
时 , 记 访 内 片 为 ,依次 记 为 1,1; 等 等 , 设 五 接触 Ce,m) 的 第 一 个 与 最 后 一 个 顶点 是 i， 
wt 也 许 重 合 ) ,接触 Clo suo) 的 第 一 个 与 最 后 一 个 顶点 是 如 ,v3 也 许 重 合 ), 如 图 5.4 所 示 . 
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团 5.4 
由 于 在 CCv;,u2) 没有 内 片 接触 点 ,所 以 ,在 结论 55) 不 成 立时 ,外 片 的 2 个 接触 点 或 者 
都 在 [me] 上 或 者 都 在 CLus,t2] 上 . 今 在 外 部 区 域 画 一 条 连接 与 的 曲线 L( 图 5.4 
中 碰 线 所 示 ), 除 顶点 5 与 册 , 上 不 与 6 一 w 相交 .于 是 ,可 以 保持 平面 性 而 移 到 工 的 外 
而 . 类 似 地 ,可 依次 将 其 余 所 有 分 离 m-m 的 肉片 保持 平面 性 而 移 到 图 C 的 外 面 . 这 样 一 来 ， 
将 边 e = Coyaoy 亏 入 一 ow 仍 保持 平 而 性 ;此 与 6 不 可 平 而 相 孙 盾 . 所 以 结构 (5) 成 立 . 
现在 回 凶 定理 的 证 明 . 设 F 是 合 于 结论 (5) 的 一 个 内 片 , 即 了 分离 ww-wo; 也 分 离 41-21. 
设 正 分别 与 Claoyvo) ,Clooruo) ,Cl sw) 与 CC) 的 接触 点 是 masam 与 如 ,如 图 5. 
5ta), 则 有 下 狮 五 种 情形 . 
情形 1 由 与 所 一 个 在 Ca ; 另 一 个 在 Co ,如 笑 5.5(5) ,其 中 v 久 -ui 路 是 通过 
外 片 的 ,如 -a 路 是 通过 内 片 的 -此 时 9 合 有 辣 胚 于 Kas 的 子 图 , 图 中 分 别 用 室 心 点 与 实心 
点 表示 偶 图 顶点 的 分 解 . 
情形 2 wl 与 #1 都 在 [| 或 Cv sue) 上 ,不 妨 设 是 前 者 芯 有 三 种 可 能 . 
(2a) pw 在 CGOu4v1) 上 ,如 图 5.5(c)， 
{25) po 在 Cvsu) 上 ,如 图 5.5C0); 
{2c) pn 二 如 ,如 图 5.5(e), 在 内 片上 有 一 顶点 7 ;存在 路 ,r-ww 路 和 -om 路 ， 
以 上 三 种 可 能 ,6 都 有 子 图 同年 于 Ks, 立 中 虚线 为 不 在 记 ;,s 的 部 分 . 
情形 3 如 二 wy 如 关 tw; 如 在 Cluwyto) 或 ctmsa) 上 ,不 妨 设 是 前 者 . 又 有 三 种 可 能 . 
{3q) pn 在 Ctwyw) 上 ,如 图 5.507); 
《4340) 部 在 Ca 上 上 ,如 图 5, DCg)s 
《3c) yn 二 v1: 如 图 5.5(4) ,在 内 片上 有 一 顶点 7, 相 在 rw 路 ,ro 路 与 r-a 路 . 
以 上 三 种 可 能 ,@ 都 有 子 图 同 胚 于 Rs.s. 
情形 4 w= poy = to tt 在 CCe1y 人 iD 或 Clul 191) 上 ,不 妨 设 是 前 者 ， 允 有 三 种 可 能 . 
《de 各 在 COuso) 上 ,如 图 5.5(2); 
(C40) 加 在 Ca) 上 ,如 图 5.5())} 
(4c) 加 二 如 :如 图 5.5(k), 
类 似 于 上 面 的 分 析 ,G 有 子 转 同 乒 于 Ks,. 
情形 5 == 二 二 ww 二 出 1 二 本 ,如 税 5.5(4D, 设 Po 是 中 最 短 ww-w 踏 ,Pl 是 
n 中 最 短 在 1 一 21 路 , 则 Po 与 PI 必 相 交 , 有 两 种 可 能 . 
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(5e) PP 与 Pi 相交 于 一 点 ?, 如 图 5.5Cm),G 有 间 胚 于 Ks 的 子 图 ; 
(52) Po 与 书 相交 多 于 一 点 , 设 从 如 出 发 漆 P 与 P 的 第 一 个 公共 点 是 , 景 后 一 
个 公共 点 是 73+ 如 图 5, 5(ny) a 有 于 图 同 及 于 Ka,3. 


图 5.5 (a) 为 一 般 情形 .(5) 为 情形 1, te ~ te) 为 情形 2,{f} 一 (6) 为 情形 3， 
外 一 (4) 为 情形 4, 人 一 (al 为 情形 5 
综 上 定理 得 证 ， 


§ 5.4 “对偶 图 


定义 5.6 设 0 是 平面 图 ,6 的 对 偶 图 6 是 如 下 构造 的 一 个 图 :6 的 面 /对 应 C 的 
顶点 广 ,9 的 边 e 对 应 4" 的 边 e ,在 6* 中 有 边 e' 二 (f*,g") 当 且 仅 当 在 6 中 面 了 与 面 
9 有 公共 边界 。 


例 5.8 给 出 平面 图 G 如 图 5.6(a),G 有 6 个 面 /,,i 二 1 6 相应 地 G* 有 6 个 顶点 
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几 一 le, 6， 顶点 有 与 及 相 邻 , 当 且 仅 当 面 fi 与 面 方 相 邻 ,由 此 得 对 侦 阁 0 如 图 
5. 0). 


ee 
me 
' 


J 


raj _ fb) te 


图 5.6 (a) 平面 图 G (6) 对 侦 图 8 《ce) 对 蛋 图 的 自然 平面 蔡 人 
从 定义 5.6 直接 得 到 ， 


[FOO | = |)|， (C5, 12) 
[Bc0*)| = 186) 1 ， C5, 13) 
de (ff ) = df TE FOY, 《5.。 $4} 


定理 5.15 平面 图 5 的 对 偶 图 G* 是 连通 平面 图 . 

证 ”平面 图 8 的 尾 意 两 个 攻 f,g: 都 有 面 六 J,…, 记 导 写 2) 使 让 一 上 一 9 且 上 人 与 
f+1 相 邻 一 1 光一 二 故 嫩 "的 任意 两 个 顶点 是 连通 的 ,所 以 6” 是 连通 的 . 

关于 @"” 的 平面 性 ,可 以 从 5" 的 一 个 自然 平面 嵌入 法 得 出 ,如 图 5.6tc) 所 示 , 即 

(1) 在 G 的 每 个 面 了 内 放 置顶 点 了， 

(2) 若 @ 的 面 /与 8 有 公共 边 e, 风 对 应 于 6G" 的 顶点 人 与 9* 间 连 接 一 条 线 e* ,使 e* 
恰好 穿 过 边 。 一 次 而 不 与 和 的 其 它 边 相交 . 

定理 得 证 

由 于 一 个 可 平面 图 可 能 不 其 一 种 平面 坐 人 , 故 池 面 图 的 对 偶 图 不 一 定 唯 一 (可 是 
5,24), 但 我 们 有 下 面 的 定理 ， . 

定理 5.16 投 6G 是 平面 图 , 则 2” 与 6 同 构 的 充 要 条 件 是 如 是 连通 的 . 

证 ”因为 GQ** 是 连通 的 , 故 必 要 性 得 证 . 今 证 充分 性 , 设 @ 是 连通 平面 图 ,由 Euler 全 
式 ， 

[Po | 一 [EC 十 | = PIG | Oo [BGOY| + 1Fe* |), 
代入 式 (5. 12) 和 (5.13) 得 
[FG | = IV eo}. 《5. 15) 
设 e 是 6* 中 一 个 面 的 边界 ,由 6" 的 自然 平面 灌 入 法 ,在 G 中 有 边 。 与 e* 相交 县 不 与 如 
中 其 它 边 相交 ,e 的 庙 点 必 有 一 个 在 6" 的 该 面 中 ,再 由 式 (5. 15),G* 的 每 个 面 恰 有 6 的 一 
个 顶点 ,按照 ”的 自然 平面 符 人 法 ,2 的 每 个 面 也 恰 有 6 的 一 个 顶点 : 因此 ,可 把 
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中 各 面 内 的 6" 的 顶点 就 取 为 8 的 顶点 ,同时 ,G0** 的 边 e 也 可 取 为 中 连接 相同 两 个 
端点 的 边 e. 在 这 种 情形 ,GQ** 就 是 6, 换言之 ,0'* 与 6 同 构 ， 证 毕 . 

定理 5. 16 指出 ,在 同 构 的 意义 下 ,连通 平面 图 的 对 偶 赂 的 对 偶 图 就 是 自 访 , 蝶 然 连通 
平面 图 的 对 侦 不 一 定 唯 一 (参见 习题 5,24), 即 两 个 不 同 构 的 图 可 能 其 对 偶 图 是 同 构 的 ， 
但 对 偶 的 对 偶 是 唯一 的 , 即 连 通 平 面 久 和 它 的 对 候 图 是 互 为 对 偶 的 ， 

从 区 5. 6(e) 我 们 也 可 看 到 ,车 把 虚线 的 图 作为 给 定 的 图 , 则 实 线 的 图 就 是 对 侦 图 的 
平面 霸 入 , 换言之 ;可 以 把 6 看 作 是 G"* 对 G* 的 一 个 自然 平面 代入. 


3 5.5 平面 图 的 其 它 刻 划 


定义 5,7 称 图 C” 是 图 6 的 组 合 对 懈 , 如 果 
(1) BCG) 与 80*) 有 一 个 一 一 对 应 ， 
(2) 对 任意 边 集 5 守 5(0) 各 83* 忆 2(0') ,都 有 


(0 — 5) = £0) — po [5:1]), 《5. 16) 

定理 5.17 设 8* 是 & 的 组 合 对 偶 , 则 
S06) = ytG" ), 《5. 17》 
外 CD) = (0*). 《5. 18) 


证 令 3= GY), 则 由 式 C5. 16) 推出 式 (5, 17), 由 定理 3. 1 , 存 
0) Ao = |B(0°)| = |B(0)| = 00) + #0), 
再 代入 式 (5, 17) 即 得 式 (5. 18)， 证 上 毕 . 
定理 5.18 设 6* 是 4G 的 组 合 对 偶 , 则 6 是 G" 的 组 合 对 篇, 即 6 与 6 互 为 组 合 对偶 ， 
证 ” 需 证 
EO* — 8*) = (0°) — noLSD), 
即 需 证 
&C [3 ]) = &06°) — HO — 8). (5. 19) 


SOLS°D) = IEC LS DD)| ~— rlG*LS*]) 

1B(G LS) — e006) + eG — 5) 

18G [8 | 6) + [ECG— 8)| ~— n(G — 5) 
= ECO) my 0 ~ yo — 8) 

= (0) — HG ~ 5), 


I 


| 


故 得 式 (5. 19). 证 和 毕 . 

定义 5.7 的 给 合 对 偶 可 以 看 作 定 文 5.6 的 对 偶 的 一 和 抽象 ,而 后 者 一 般 称 为 几何 对 
偶 . 

TH, Whitney[so0 给 出 了 可 平面 性 的 另 一 刻 划 ， 

定理 5 19 2 是 串 平 面 的 , 当 且 仅 当 弃 在 上 的 组 合 对 偶 ， 

定义 5.8 删 去 图 4 的 边 e 并 使 的 两 个 端点 重合 , 称 为 对 边 " 的 编 并 , 记 为 Ce 称 
图 是 6 的 缩 并 图 ,若是 图 CG 经 有 限 次 边 的 缩 并 得 到 的 . 

下 面 的 可 平面 性 刻 划 是 KK, Wagnert5] 给 出 的 - 
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定理 5.20 是 可 平面 的 , 当 且 仅 当 & 设 有 缩 并 图 的 基 力 是 Ks 或 Ks.3 的 子 图 . 
例 5.9 图 5.7(o) 的 图 称 为 Petersen 图 , 它 是 不 可 平面 的 ,因为 它 的 缩 并 图 的 基 图 是 
天 ,如 图 5. 705). 


(0) {b) 


图 5.7 (a) Petersen 图 人) 缩 并 图 的 基 图 

用 轿 的 结构 来 刀 划 可 平面 性 属于 5. MaeLanersa， 

定理 5.21 图 0 是 可 平面 的 , 当 且 仅 当 上 的 每 一 个 至 少 有 三 个 顶点 的 块 有 一 个 圈 基 
“0, 另外 一 个 图 G4, 使 每 条 边 恰 好 在 这 7 十 1 个 圈 的 两 个 圈 上 ， 

以 上 讨论 得 到 可 平面 性 的 下 列 等 价 条 件 ， 

(1) G 是 可 平面 的 ， 

(2) 8 没有 辣 肛 于 Ks 或 Ey,s 的 子 图 ; 

(3) 如 没 有 编 并 图 的 基 图 是 Ks 或 As 的 子 图 ， 

(4) G 有 一 个 组 会 对 偶 : 

(5) 4 的 每 个 至 少 有 三 个 顶点 的 顽 有 一 个 转 基 C，…C: 和 另 一 个 圈 如 ,使 每 条 边 恰 好 
在 这 > 十 1 个 圈 的 两 个 峰 上 . 


35.6 应 用 一 一 电网 络 方程 


如 果 把 导线 和 若干 电子 元 件 相连 接 则 得 到 一 个 电网 络 . 每 个 元 件 有 二 个 端点 与 别 的 
元 件 连接 ,这 些 映 点 称 为 节点 . 一 个 电 两 络 的 电路 图 可 用 一 个 有 向 图 表示 ,图 的 顶点 与 志 
分 别 对 应 上 电网 络 的 节点 与 元 件 ; 边 的 方向 表示 电流 的 方向 ,并 规定 电流 从 节点 流出 为 正 ， 
流入 为 黄 ， 
在 一 个 电网 络 由 有 两 个 基本 定律 ， 
人 Kirchhofy 电流 定律 CKCL); 对 任 一 节点 ,流入 或 流出 电流 的 代数 和 为 零 ， 
(2) Kirehhoff 电压 定律 CKVI) :对 任 一 回路 ,其 电压 降 的 代数 各 为 零 ， 
当 用 一 个 有 向 (eaa) 图 CG 表示 电网 络 时 ,可 以 把 KCL 与 KVL 写成 矩阵 形式 ， 
KoE di 人 一 0， (5, 20) 
KVL BV = 0, 《5. 21) 
其 中 4 是 图 6 的 关联 矩阵 ,8 是 图 6 的 轿 矩 阵 ， 
I) = CD i 
Welt) = Co C0) p20) ,po FY) 


< 


il2 


分 别 是 ww 维 电流 列 向 量 和 电压 列 向 量 ,t 表 示 时 间 . 因为 余 园 空间 即 是 余 圈 矩阵 的 行 空间 ， 
叉 是 关联 第 阵 的 行 空间 ,所 以 式 (5. 20) 的 关联 算 阵 可 用 余 园 矩阵 恕 代替 , 即 得 
Qlatt) 一 0. (5. 22) 
例 5.10 如 图 5.8(a) 的 电网 络 对 应 有 向 图 6, 如 图 5.8(2). 有 向 图 中 顶点 如 对 应 
电网 络 中 节点 i 有 向 轿 0 中 边 的 方向 表示 电流 在 电网 络 中 的 方向 . 


图 5.8 (a) 电网 络 入 ) 对 应 有 向 图 
根据 图 8 可 分 别 写 出 KCL 与 KVL 知 阵 方 程 如 下 ， 


天 CE 4 一 0， 
1 1 ~1 0 的 
-10 0 1 | 
9 0 | po 1 hd =0. 《5. 23) 
tlt) 
0 -1 0 -1 | 
、 istt) 
或 人 一 向， ( 树 转 ,ezyes)， 
10 0 -1 | 
01 0 1 "0D 
00 1 0 中 2 
| | 0 oJ 609 = 0. (5. 24) 
ot 1 ol 
1 1 -1 0 o's 
EVEL BEC) 一 和 人，【〈 连 枝 eyes)， 
pitt) 
1 -1 0 1 0 
0 1 10 1 | |=0. (5, 25) 
1 0 1 1 一 吕 cg 
vs tt) 


容易 看 到 ,方程 (5. 23), (5. 24) 与 (5. 25) 都 不 独立 . 因为 7(4) = 7(9) = 二 wn 一 1， 
rfB) 一 下 一 4 十 1 在 例 5. 110 一 4 由 二 5 所 以 天 CO 只 有 3 个 独立 方程 ,KZ 只 有 2 个 
独立 方 得 
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KCL 与 KVL 的 等 价 独立 方程 是 


ker Arlntt) = 0， 
或 QH) = 0. 
KPVL Brp alt) 一 0， 


其 中 机 人 与 六 分 别 表 示 图 @ 的 基本 关联 抢 阵 ,基本 余 圈 矩阵 和 基本 圈 和 矩阵， 
例 5.11 在 例 5.10 中 ,等 价 于 式 (5, 23),(5. 24) 与 45. 25) 的 独立 方程 是 ， 


五 CE Arlatt) = 0, 
utt) 
] ] 一 ] 0 0 |itt) 
一 10 9 1 0|ad|=0. 
0 0 1 tlt) 
istt) 


二 


或 全 rt = 0, 
(tt) 
0 0 一 | 0 lat 
1 0 | iatt) | = 0 
0 1 D 1 | 人 
is tt) 


过 这 一 


KVL BVatt) = 0, 
vt 
vatt) 
1 一 1 0 1 0 
( ) vatty) = 0 
vitt) 
vstt) 


由 式 (3. 33),(3. 35) 和 (3. 34) ,可 把 而 ,全 与 BB 写 汶 分 块 形式 : 


= ChE ATT) = CAr.1 di.2). 
@ = CT QT) = CQ 1.1). 
B= (CBT,BIT) = (hs Ba). 
其 中 TT 是 6 的 生成 树 ,了 是 余 树 . 
式 (5, 28) 改写 为 
Fe 
(Ba (p00) = 0， 
即 
了 《0 = — BroPFs.2 (0), 
其 中 Fst Vazt) 分 别 表示 连 枝 电压 ,树枝 电 乓 . 
由 式 (3, 36) ,Qi 一 一 访 , 汪 ,代入 式 (5. 35) 得 
Pal) = a Vn Ch). 
于 是 
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(5. 26) 
(5. 27) 
{5, 28) 


(5. 29) 


《5. 30) 


C5, 31) 


(5, 32) 
(53, 33) 
(5. 34) 


£50.30) 


Valt) 1 
| )= (全 ) Ts = Pa), 
Va lt) Li 


即 
Volt) = QP), (5. 36) 
式 (5, 36) 称 为 余 圈 转换 矩阵 方程 , 它 表 明 电网 络 中 支 路 电压 可 以 由 基本 余 较 的 树枝 电压 


式 (5. 27) 改写 为 
{QT ) (~ )- 人 
Tn,att) 
即 
Iralt) 一 一 Qldn lt), C5. 37) 


其 中 .10 站 Fat 分 别 表示 连 枝 电流 , 树 转 电流 , 由 式 (3.36) ,871 二 一 Bs", 代入 式 
(5, 37) 得 


了 一 Br Hn, (Ct). (5, 38) 
于 是 
(一 
一 Tn tt) = Br rls tt), 
(ow Briar ! {ml 
即 | 
tt) 一 Brla tt), (8. 39) 


式 (5. 39) 称 为 轿 转 换 矩 降 方程 , 它 表 明 电 网 络 中 支 路 电流 可 由 基本 圈 的 连 枝 电流 线性 表 
出 ， 
把 式 (5. 35) 与 (5. 38) 合并 在 一 起 写 出 ,有 


Ti 帮 一 Bs Tt 
仆人 
了 Bra” 站 Vn.att) 


式 (5. 40) 说 明 ,m 条 边 的 电流 和 电压 ,只 要 知道 其 中 连 校 电 流 和 树 核电 于 便 可 求 出 其 它 ， 
例 5. 12 在 例 5. 10 中 我 们 选取 图 5. 8 的 过 el ,es es 为 树 转 ,e,,e; 为 连 园 ,得 


B= ( 一， | 
0 1 


于 是 方程 (5. 40) 对 图 5. 8(a) 的 电网 络 有 


vt) 0 站 一 上 1 0 人 59 
vsCt)| 0 0 0 1 1| li 
nt) |=| 1 0 0 0 0 Tod)i, 《5. 41) 
wlt) 一 1 一 1 0 0 0 [rtf) 
istt) 0 一 1 0 0 0 lw 


容易 看 到 , 式 (5. 41) 就 是 合并 式 (5. 31) 与 (5. 30) 的 结果 ， 
由 式 (5. 28) ,V(t) 正 交 于 BB 的 行 空 间 , 即 正 交 于 图 空间 ,由 定理 3.11,7.0) 是 执 幕 . 
于 是 ,由 式 (3, 18) , 势 差 Pa 人 可 写 为 
Volt) = 于 Pr， 《5. 42) 
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其 中 轴 是 基本 关联 矩阵 ,V,(D) 是 相应 人 一 1) 个 节点 的 节点 电压 向 量 . 式 (5. 42) 称 为 节点 
转换 矩阵 方程 . . 

当 电网 络 是 平面 阿 络 时 ,相应 的 有 向 图 是 平面 图 ,由 定理 5.3, 有 向 图 的 所 有 内 部 面 
的 周 线 构成 圈 基 . 我 们 称 平面 图 的 内 部 面 为 网 乳 , 称 内 部 面 的 周 线 梅 成 的 矩阵 为 网 孔 矩 
阵 , 记 为 BB 

在 式 (5. 28) 中 用 B, 代替 Bi, 得 KVL 的 网 孔 矩 阵 方程 : 


KVL BVn(t) = 0. (5. 43) 
在 式 (5. 39) 中 用 成 代 过 已, 得 圈 转 换算 阵 方程 的 网 孔 算 阵 形式 : 

TC0) = BD), (5. 44) 

这 里 (1) 是 网 扎 电 流 . 称 式 (5. 44) 为 网 孔 矩 阵 转 挽 方程 , 它 寡 明 支 路 电流 可 由 网 孔 电 流 


售 5.13 图 5.9 是 相应 于 平面 电网 络 的 有 向 图 - 试 写 出 余 轿 转换 矩阵 方程 , 圈 转 换 
矩阵 方 种 ,节点 转换 矩阵 方程 ,KTFZ 的 网 孔 矩 阵 方程 和 网 孔 矩 阵 转换 方程 


{b) {ec) 


图 5.9 (a) 平面 网 络 图 (2) 生成 村 《e) 余 树 
首先 写 出 基本 关联 付 阵 , 直 本 余 图 和 矩 阵 ,基本 轿 矩 阵 和 网 孔 算 阵 : 
0 0 


一 1 1 1 0 
二 二 | 1 0 0 10 1 | 从 4 删 去 vw 的 行 )， 
0 0 一 101 一 1 
10 0 10 1 
Q=|10 1 1 1 0 ] 〈 按 式 (5. 33)】， 
00 一 1101 一 1 
0 一 1101 0 
B= 二 | 一 1 一 1 0 1 0 0 ( 按 式 (5. 34))， 
一 1 00 11 


1 1 0~1 0 0 
B=|0 1 1 0 1 0 
0 0 1 1 1 


《网 扎 按 大 时 针 方 向 ). 


0 
然后 分 别 写 出 所 求 方程 ， 
余 圈 转换 矩阵 方程 ,V(t) = Vs()， 
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vt) ] 0 0 
! oa |! 0 
和 0 1 wth) 
本 一 ] | tatt) |， 
及 25 (2) 
vatt) 0 站 
ve Cf) 1 i 一 1 
圈 转 换 绒 阵 方 程 ;: 10 二 本, (0)， 
met) 0 一 1 一 1 
人 一 1 一 1 一 1 
WB pa 
iatt) 1 0 
;CE) = 0 ] at) 
" ld) 
tt) 1 0. 1 
wtt) 0 0 1 
节点 转换 拖 阵 方程 :Fe 人 bb 一 本 所 人 
mtty 一 工 0 
t | D 0 
0 1 0 1 
的 一 0 ] 0 Fatt) +. 
和 
"1 Pa 人 
us lt) 中 0. ! 
vp (Ey 0 1 一 1 
KVL 的 网 孔 和 矩阵 方程 ;BV s(t) 一 0， 
vitt) 
valt) 
1 1 0 一 1 0 0 cb 
0 -1L10 1 0 |=0 
vatty) 
0 0 0 | 一 1 一 
vstt) 
vett) 
阅 孔 转换 筷 阵 方程 :天 (9 BI), 
ue) 1 0 昌 
2 (EY 上 一 ] 人 
hl 
23 ty 0 i 0 
一 Tatt) 
ut 一 | 0 了 
四 Datt) 
i tt) ] 一 1 
wt) 0 一 | 
$5.7 ”应 用 一 一 平面 性 判定 


在 $5.5 中 给 出 了 图 的 可 平面 性 的 很 好 的 刻 划 , 但 应 用 它们 来 实际 判定 一 个 图 是 不 
是 可 平面 的 却 并 不 容易 . W.R. Dunn 和 S.P. Chan 提出 了 笠 用 图 矩阵 判定 -- 个 图 的 平面 性 
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的 算法 ,其 优点 是 简单 ,易于 在 计算 机 上 实现 , 这 个 算法 的 依据 是 下 面 的 定理 [号 、 

定理 5.22 设 Gm) 图 6 是 一 个 块 , 则 6 可 平面 的 充 要 条 件 是 6 的 图 矩阵 含有 一 个 
人 一 2 十 2) 行 构成 的 子 怎 阵 , 其 每 列 愉 有 了 两 个 “17 

如 果 存 在 图 矩 阵 卫 的 一 个 满足 定理 5, 22 条 件 的 子 答 阵 妃 , 则 的 行 数 正好 是 平面 图 
的 面 数 ,而 DB, 的 每 一 行 对 应 于 图 的 一 个 面 . 直观 地 说 ,对 图 6 所 有 的 圈 , 属 于 网 筷 的 圈 比 其 
它 圈 的 边 数 要 少 些 . 因此 先 从 边 数 少 的 圈 考 查 可 以 尽快 找到 所 求 的 子 答 阵 忆 . 为 此 引入 下 
面 的 定义 ， 

定义 5.9 设 8 是 (4,m) 图 ,有 4 个 圈 ,6 的 疾 短 阵 了 的 行 已 按 每 个 圈 鹿 食 边 的 数 月 从 
小 到 太 依 次 排列 , 称 这 样 的 图 答 阵 是 边 递增 的 . 设 7 是 & 维 列 向 量 , 车 J 的 i 分 量 等 于 5 的 
i 行 之 相 即 i 行 所 会 1” 的 个 数 , 则 称 7 了 是 边 集 向 量 . 设 好 是 维 行 向 量 , 若 MM 有 
《于 一 2 十 2 个 "1 而 其 余 分 量 为 零 , 则 称 邓 是 蛮 组 全 向量 . 周 组 合 向 量 的 意义 是 , 当 i 分 
最 为 1, 表示 选 择 了 的 ;1 行 , 当 ;分 量 为 0, 表 示 不 选择 了 的 i 行 . 

下 面 都 假定 轿 矩 阵 了 是 递 描 的 . 

引 理 2.23 设 Gm) 图 6 是 一 个 块 ,J 是 边 集 向 量 ,车 8 可 平面 , 则 存在 图 组 全 向 量 
Mi 使 

Mi = 2m. 《5. 45) 

证 ”由 定理 所 22, 有 子 乍 阵 Db 每 列 恰 有 两 个 "1”. 设 对 应 的 阅 组 合 向 量 是 上 i ,而 
MJ 正好 是 BB 的 Gm 一» 十 2) 个 圈 的 边 数 之 和 , 故 式 (5. 45) 成立 ， 证 毕 : 

前 而 已 经 指出 ,在 考 浊 图 短 阵 BB 时 从 边 数 少 的 图 开始 , 当 B 的 行 是 边 递增 时 ,这 相当 
于 系统 地 产生 每 一 个 圈 组 合身 量 , 即 依次 比较 两 个 圈 组 合 向 量 的 各 分 量 , 第 一 次 出 更 对 应 
分 量 不 相等 时 ,分 量 为 1” 的 排 前 ,为 *0” 的 排 后 , 即 按 字典 序 排列 . 换 句 请 说 ,检验 圈 和 矩阵 
8B 就 简化 为 产生 ii，, 当 满足 必要 条 件 (5. 45) 时 ,再 恰 验 由 AM, 所 选择 的 子 答 阵 是 否 每 列 怡 
有 两 个 *1”, 这 就 大 大 减少 了 工作 量 . 但 是 ,要 判断 一 个 圈 是 订 可 平面 的 ,还 项 引入 本 原 图 
组 台 向 量 的 定义 ， 

定义 5.10 相 邻 两 个 1” 之 闻 所 严 "0” 的 个 数 东 超过 一 个 时 ,这 样 的 圈 组 人 台 向 量 称 
为 本 原 的 . 

例 5.14 图 5.9(e) 的 基础 图 是 一 个 无 向 图 ,其 图 答 阵 B 按 边 递 增 排 列 是 
1] 10 100 
0 1 10 
0 001 
1!1010 ， 
| 0 11 
| 1 00 
0 1 1 1 


pp 


0 
l 
| 
0 
] 
1 


边 集 向 量 是 
7 = (3,3,3,3,4,4,4,)7,. 
因为 mm 二 6 二 4, 所 以 mn 一 x 十 2 二 4, 故 图 组 全 向量 MM 有 ?个 分 量 , 其 中 有 4 个 “1”， 
3 个 *0”, 如 (i11000),CII10100) ,C1001011), 《0001111) ,C010011]) 等 ,其 中 第 1,2,4 个 
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是 本 原 的 . 

引 理 5.24 给 定 图 6 的 边 集 向 量 J ,本 原 组 全 向量 并 , 则 对 所 有 按 系 统 生 成 法 排 在 
对 .之 后 的 图 组 全 向 量 M(t > s) 都 满足 

MJ = Md 《5, 467 

证 ”出 系统 生成 法 可 知 ,在 一 个 本 原 圈 组 合 向 量 W. 之 后 的 每 一 个 圈 组 合 向量 M,N 
中 元 素 *! 的 位 置 或 保持 原 位 或 更 靠 右 , 再 由 图 矩阵 的 边 递增 性 即 得 式 (5. 46)、 ”证 毕 . 

例 5.15 下 面 列 出 由 系统 生成 法 生成 的 所 有 圈 组 合 向量 : 

“az 一 (11100)， 


* Ms = {11010), 
M: = (11001), 


* NM, 一 (10110)， 


* Ms = C10101), 

Ms — (10011), 
“1 一 (01110)， 
* Ms = (01101), 


* Me = (01011), 


* Mo — (00111), 
打 “%* ”者 为 本 原 的 , 在 每 一 个 本 原 圈 组 合 向 量 之 后 的 每 个 圈 组 合 疝 量 ,元素 “17” 的 位 


置 或 保持 原 位 或 更 草 右 ， 

引 理 5.25 设 人 em) 图 6 是 块 , 边 集 问 莉 是 ” ,对 于 由 系统 生成 法 产生 的 一 列 圈 组 合 
问 量 NM ,M2,… ,MM,, 其 中 ,是 本 原 的 , 则 当 

(1) 对 14- 都 不 满足 定理 5, 22， 

(2) MJ > 2m 
时 ,0 是 不 可 平面 的 . 

证 ”由 定理 5.22 和 3 引 理 5.24 直接 得 证 . 

以 上 分 析 即 得 平面 性 判定 算法 . 


算法 5, | Dunn-Chan 平面 性 判定 的 算法 

设 G,m) 图 上 是 块 ， 

第 1! 步 ”生成 边 递 增 圈 矩 阵 8. 

第 2 步 生成 边 集 向 量 ,/， 

第 3 步 ”第 一 个 圈 组 合 向 量 是 . 

M: = (11: 10.0), 
ma 一 十? 
令 一 1. - 
第 4 步 ” 计 算 Jv, 振 小 于 2m, 转 第 5 步 ; 若 等 于 2, 转 第 6 步 ; 苦 大 于 2m, 转 第 7 步 . 
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第 5 步 令 * 一 十 上, 生成 好, 转 第 4 步 ， 

第 6 步 ” 设 由 必 ; 所 选择 的 8 的 zw 一» 十 2 行 构成 的 子 乱 阵 是 记 , 若 BB 的 每 列 恰 有 
两 个 "1”, 则 是 可 平面 的 , 停 . 否则 转 第 5 步 . 

第 7 步 ”车 名 是 本 原 的 , 则 6 不 可 平面 , 停 . 否则 转 第 5 步 ， 

关于 平面 性 的 有 效 算法 参看 文献 [39] ~ [42] 


5.1 
5.2 


习 题 五 
不 利用 定理 5. 3 而 直接 证 明 Euler 公式 (5. 2). 
(C1) 试 证 在 简单 图 中 , 任 一 顶点 的 度 不 大 于 其 余 预 点 的 度 之 和 


(2) 举例 说 明 在 平面 图 中 ,可 能 有 某 个 面 的 度 大 于 其 余 面 的 度 之 和 | 


个 内 部 面 ， 


5. 19 


证 明定 理 5. 10. 

简单 平面 图 @, 闪 在 v EVCG) do 5 

设 如 是 2- 连通 简单 平面 图 且 没 有 三 角形 , 则 
B00) | A270| 一 4， 

G 是 简单 平面 图 ,每 个 面 的 边界 是 一 个 * 较 , 则 


下 


18CG)1 一 二 


(CO) 一 2). 


证 明定 理 5. 11， 

天 出 所 有 6 个 顶点 的 航 大 可 平面 图 

设 如 是 简单 平面 图 ,181 < 30, 则 存在 顶点 v,d(v) 所 寺 

设 6 是 简单 连通 平面 疼 , VC0)| 一 7 了, 8 一 15, 则 di) 一 3， 

设 4 是 可 平面 图 ,证 明 C 的 平面 蔚 入 有 相同 的 面 数 , 共 举 例 说 明 面 的 度 未 必 相 


任意 图 G 均 能 嵌入 所. 
图 4 可 以 帐 入 平面 的 充 要 条 件 是 6 能 诬 入 球面 . 
不 可 平面 图 Ks.s 可以 嵌入 环 面 ， 
不 可 平面 图 Ks 可 以 嵌入 环 面 . 
设 6 是 简单 平面 图 , IFCG)| 之 4, 则 G 至 少 有 4 个 顶点 的 度 不 超过 5. 
设 6 外 可 平面 ,|FkG)| 之 2, 且 没有 三 角形 , 则 
[EC A (31FCGJ | 一 4772， 
设 C 是 极 大 外 平面 图 ,|FCG)| 渤 3, 顶 点 都 在 外 部 面 上 , 则 和 C 有 (IF(G)| 一 2) 


设 6 是 极 大 外 平面 图 , |7(G)1 凑 3, 则 4 至 少 有 3 个 顶点 的 新 不 超过 3, 至 少 有 


2 个 顶点 的 度 等 于 2， 


5. 20 
5. 21 
5. 22 


天 和 天 .3 都 不 是 外 可 平面 的 . 
画 出 所 有 了 个 顶点 的 极 大 外 平面 图 . 
每 一 个 至 少 有 7 个 标点 的 外 可 平面 阁 的 补 图 不 是 外 可 平面 的 ,而 7 是 这 可 数 


目 中 最 小 的 . 
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5. 23 证 明 在 平面 图 4 及 对 催 图 G* 中 ,6 的 桥 对 应 4 的 环 ,6 的 环 对 应 6* 的 桥 . 
5. 24 ”举例 说 明 平面 图 的 对 侦 图 不 是 唯一 的 ， 
5. 25 ”一 个 平面 图 车 与 自己 的 对 侦 图 同 构 , 则 称 该 图 为 自 对 偶 图 . 设 2 是 自 对 偶 图 ， 


[B00) | = 2|F(0)| 一 2 
5.26 分别 作 出 简单 自 对 偶 图 和 不 是 简单 图 的 自 对 侦 图 . 
5. 27 设 & 是 不 可 平面 图 而 任 删 去 一 边 都 成 为 可 平面 的 , 则 称 5 为 极 小 不 可 平面 图 . 
试 证 极 小 不 可 平面 图 是 一 个 简单 块 
5.28 设 C 是 简单 平面 图 ,Fe)| 实 3, 则 下 列 四 条 等 价 
(1) C 是 被 大 平面 长; 
(2) 4 的 每 个 面 是 三 角形 ， 
(3) |FC0)| = 2IF (| 一 4 
(4) 1BCG)| = $v)| 一 6. 
.29 《1) 设 & 是 简单 平面 图 , 176)| 六 11 则 允 不 可 平面 ! 
(2) 举例 说 明 |F(CC)1 二 8,6 和 CG 都 可 平面 ， 
,30 设 6 是 平面 图 ,G* 是 对 侦 图 , 则 
CC 二 [es… a 是 6 的 余 圈 0 = [e? wyer 是 6G* 的 圈 . 
'31 设 8 是 平面 图 ,G* 是 对 偶 图 , 则 
C= [ee 是 6 的 上 0 二 [ee 是 C 的 余 圈 . 
.32 设 5 是 平面 图 ,6* 是 对 偶 图 , 则 
et) = HOG), NO) = £0 ). 
33” 设 48 是 简单 连通 平面 图 ,0* 是 对 侦 图 , 则 
T= [ev…sej] 蚌 6 的 生成 树 二 >T* = [e? ,…yer ] 是 G* 的 余 树 ， 
. 34 设 6 是 简单 连 道 平面 图 ,6” 起 对 贫 图 ;, 则 
T= [e's6] 是 CG 的 余 树 寺 =>7* = [ef ,…e? jj 是 0 的 生成 树 . 
35 (1) 5 个 面 的 平面 图 至 少 有 2 个 面 不 相 令 
(2) 画 出 4 个 面 的 平面 图 使 任 二 面相 邻 . 
5.36 设 85= {zi0smw} yn 这 3, 是 平 画 上 一 个 点 集 , 且 任 意 二 点 间 的 距离 大 于 等 于 
1 ,证 明 最 多 有 (3 一 6) 个 点 对 ,它们 之 间 的 距离 为 |. 
5.37 不 弃 在 6- 连通 简单 平面 图 . 
5. 38 5- 连通 简单 平面 图 至 少 有 和 多少 
个 顶点 ? 试 构 造 一 个 5- 连通 的 简单 平 而 图 . 
5. 39 ”如 图 5,10, 证 明 Heawood 图 是 不 12 0 
吉平 面 的 . 
5.40 ”给 出 图 G6 的 基本 关联 短 阵 
1010 10 
i 0 0 0 1|, 
1 0 1 10 
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图 5.18 Heawood 图 


0 


试 画 出 图 如 和 对 偶 图 8， 
5.41 给 出 图 的 圈 惩 阵 


一 号 一 
一 和 一 一 
[= 一 PP 一 总 司 
一 一品 
bp 


试 画 出 图 和 对 偶 图 G*. 

5. 42 以 rc) 表 连 通 图 56 的 生成 树 数 目 , 划 

人 一 下 (一 2 十 Te 
5. 43 ”利用 习题 5. 42 的 会 式 计算 TCR 人 )， 
5. 44 ”利用 习题 5. 42 的 公式 证 明 Cayley 公式 ， 
TW 一 4 区 全 + dr) TW 0) = 0, (x 2 60), 

其 中 WW 是 Gx 一 1) 半 内 一 顶点 向 该 图 所 有 上 一 1) 个 磺 点 各 引 一 条 边 所 构成 的 图 , 称 疙 
4- 轮 ， 

5.45 图 5.11 是 平面 电网 络 相应 的 有 
庙 图 , 试 写 出 余 峰 转换 得 阵 方程 , 较 转 换 乍 阵 
方程 ,节点 转换 抢 阵 方程 ,KRFZ 的 网 孔 矩 阵 
.方程 和 网 礼 转换 得 阵 方程 ,这 里 生成 树 为 
人 二 [eeayeiyesj 网 我 取 顺 时 镍 方向 ， 

5. 46 “用 Dunn-Chan 平面 性 判定 算法 证 
明 Ks 是 不 可 平面 的 , 面 玉 ; 任 去 一 边 是 可 平 
面 的 ， 图 5.11 

5, 47 “用 Dunn-Chan 平面 性 判定 算法 证 
明 Ka 是 不 可 平面 的 ;而 Ky.3 任 去 一 地 是 可 平 而 的 ， 
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第 六 章 ”图 的 基本 算法 


$6.1 图 的 算法 与 有 效 性 


在 8 1. 上 中 曾经 提 到 环球 旅行 问题 , 即 在 一 个 完全 图 中 找 一 个 含有 所 有 顶点 的 轩 . 这 


样 的 圈 称 为 哈密 顿 图 ， 
定义 6.1 包含 图 G 的 所 有 顶点 的 路 (图 ) 称 为 哈密 顿 路 ( 圈 ). 含有 哈密 顿 圈 的 图 称 
为 哈密 顿 图 . 


例 6.1 假设 有 x 个 城市 ,已 知 任意 两 个 城市 间 的 旅行 费用 . 今 有 旅行 推销 员 从 某 城 
市 出 发 ,做 到 其 余 Cx 一 1) 个 城市 去 推销 . 同 应 选择 怎 翌 的 路 线 ,使 其 余 G4 ~- 1) 个 城市 刚 
好 各 访问 一 次 而 又 回 到 出 发 城市 ,其 总 费用 最 少 ?这 个 问题 被 称 为 旅行 推销 员 问题 ， 

若 以 每 个 城市 为 顶点 ,任意 西 个 城市 加 的 费用 作为 连接 相应 两 个 顶点 的 边 的 权 , 当 基 
两 个 城市 不 能 直通 时 ,相应 边 的 权 设 为 任意 大 ,由 此 得 到 * 个 顶点 的 赋 权 完全 图 . 例 6. 1 的 
旅行 推销 员 和 问题 便 转 化 为 在 赋 权 完全 图 中 求 权 最 小 的 哈密 顿 圈 . 

注意 到 在 玉 中 有 二 (x 一 01 个 哈密 顿 固 , 若 用 穷 举 法 求 最 小 权 哈密 顿 国 , 风 需 计算 


了 一 41! 个 哈密 顿 圈 的 权 并 从 中 求 出 权 最 小 的 , 假定 以 二 十 个 城市 计 , 妈 x = 20, 如 果 计 


算 机 每 秒 能 处 理 10: 个 圈 , 则 处 理 完 20 个 顶点 的 完全 图 ,总 共 需 要 时 间 为 


1 
py 191 


16 X10 x 0 ~ 19( 年 )， 
显然 这 是 无 法 得 出 结果 的 . 换言之 , 穷 举 法 只 能 在 规模 比较 小 的 某 些 情形 才 是 可 能 的 , 因 
此 ,对 图 论 的 阿 题 必须 寻求 合适 的 有 效 的 算法 ， 
图 的 算法 是 在 计算 机 上 进行 的 . 一 个 算法 就 是 一 组 有 穷 的 规则 ,根据 这 些 规则 ,准确 
地 上 告诉 我 们 在 每 一 步 该 做 什么 ,怎样 开始 ,怎样 结束 , 一 个 算法 的 表述 可 以 有 三 种 方式 ， 
(1) 用 运行 步 台 表述; 
(2) 用 运行 框图 表 壕 ; 
《3) 用 算法 语言 表述 ; 
本 书 采 用 运行 步 台 表述 . 一 个 算法 应 当 包 括 五 个 重要 方面 : 
(1) 有 限 性 , 即 算法 必须 在 有 限 步 内 终止， 
(2) 确定 性 , 邯 每 个 步骤 都 是 唯一 确定 而 没有 歧 意 的 ， 
(3) 算法 开始 时 的 输入 ， 
(4) 算法 结束 时 的 输出 ， 
(5) 算法 的 有 效 性 . 
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正如 本 节 开 始 时 所 述 ,在 图 论 算法 中 ,有 效 性 是 设 为 重要 的 . 算法 的 有 效 性 决定 王 问 
题 的 看 迪 量 和 计算 时 间 两 仿 因 素 , 这 两 个 因素 都 可 作为 输入 规模 的 函数 , 对 于 图 论 问题 ， 
和 输入 规模 是 项 点 数 [VCG) | 和 边 数 1846)1. 一 般 说 ,影响 图 论 算法 有 效 性 的 不 是 存 贮 量 而 
是 计算 时 间 , 在 估计 荣 个 算法 的 优 劣 时 ,可 以 比较 最 坏 情形 的 执行 时 间 , 最 好 情形 的 执行 
时 间 , 或 平均 情形 的 执行 时 间 , 把 算法 需要 的 执行 时 间 表 成 输入 规模 的 函数 , 称 为 时 间 复 
杂 性 , 假定 问题 的 规模 用 一 个 正 整 数 4 来 表示 , 若 执 行 时 间 1 志 ox, 其 中 ay& 为 常数 , 则 时 
间 复 杂 性 是 0(x*) ,并 称 该 算法 是 多 项 式 时 间 复 杂 性 算法 . 时 间 复杂 性 为 0Ce) 的 算法 ,其 
中 总 为 常数 称 为 指数 时 间 复 杂 性 算法 . 多 项 式 时 间 复 杂 性 算法 称 为 有 效 算法 或 好 的 算法 ， 
而 指数 时 间 复 杂 性 算法 是 非 有 效 算法 或 不 好 的 算法 . 对 于 规模 较 小 的 问题 ,指数 时 间 复 杂 
性 算法 还 是 可 用 的 , 但 随 着 规模 的 增加 , 指数 计 间 复杂 性 算法 就 完全 无 用 了 ,如 表 6. 1. 

表 6.1 时 间 复 杂 性 比较 表 ( 假 设计 算 机 每 秒 10 次 ) 


0.000001 秒 10.000004 秒 | 0.000009 种 0.000025 种 | 0.0001 秒 


0 00001 种 直 01 种 - 10. 74 秒 130 天 4 X 104 年 
1 0.036288 秒 771 年 8.4X10s 年 | .6X108 年 |3.1X1092 年 
关于 时 间 复 杂 性 问题 还 可 以 从 另 一 前 度 师 以 比较 , 即 当 计算 机 的 运算 速度 提高 时 ， 
计算 机 每 小 时 处 理 的 规模 的 增加 情形 ,如 表 6. 2， 
表 6.2 每 小 时 处 理 规模 比较 表 


从 表 6.2 可知, 复杂 性 为 羽 的 多 项 式 算法 , 当 计 算 机 速度 提高 10 倍 ,每 少时 处 理 规 模 
可 以 增加 3 倍 以 上 . 而 对 指数 复杂 性 算法 ( 表 中 2 4) 处理 规 模 只 能 增加 一 个 常数 , 很 明 
显 ,多 项 式 算 法 更 能 利用 计算 机 速度 提高 所 带 来 的 好 处 ,而 指数 算法 却 不 能 分 享 到 什么 . 

多 项 式 算法 还 有 一 个 优点 , 即 有 限 个 多 项 式 算法 结合 而 成 的 算法 仍然 是 多 项 式 算法 . 

对 图 论 的 算法 一 般 分 为 三 类 ， 

第 1 类 多 项 式 算法 问题 , 即 让 在 多项式 时 间 复 傈 性 算法 的 问题 . 如 连通 性 算法 , 强 
连通 性 算法 ,生成 树 算法 ,基本 图 算法 ,可 分 性 算法 ,平面 性 算法 ,最 短路 算法 ,最 小 生成 树 
算法 等 ， 

第 2 类 指数 算法 问题 , 即 问题 本 身 没有 多 项 式 算法 而 必须 在 指数 时 间 内 解决 的 癌 
题 ,如 求全 部 生成 树 , 求 所 有 图 ,求全 部 完全 子 图 等 . : 

第 3 类 至今 只 有 指数 时 间 算 法 而 没有 找到 多 项 式 时 间 算 法 的 阿 题 , 第 3 类 与 第 2 
类 不 同 ,第 2 类 是 问题 本 身 就 是 指数 复 苞 性 的 . 第 3 类 不 是 则 题 本 身 灶 固有 的 性 质 , 即 并 
不 能 证 明 这 些 算法 没有 多 项 式 时 间 算 法 ,而 是 还 没有 找到 . 这 一 类 的 问题 好 : 

(1 夺 团 问题 ;在 图 中 找 基 数 为 + 的 团 (t- 团 的 定义 见习 题 4. 33). 
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(2) 态 独立 柴 同 题 :在 图 中 找 基 数 为 上 的 独立 集 ( 独 立 集 的 定义 见习 题 4 26)， 

(3) 本 覆盖 问题 ,在 图 中 找 基 数 不 超 过 上 的 覆盖 ( 材 盖 的 定义 见 定义 4. 3). 

《4) 求 图 的 最 小 控制 集 . 图 6 的 顶点 子 集 太 称 为 控制 集 , 如 果 每 个 顶点 v, 或 >E 8 或 
+ 与 中 顶点 相 邻 . 顶点 数 最 少 的 控制 集 称 为 最 小 控制 集 . 

(5) 求 图 的 色 数 . 若 能 用 :种 颜色 给 图 的 及 有 顶点 着 色 使 任意 相 邻 两 顶 , 点 有 不 同 的 颜 
色 ; 则 称 该 图 是 -可 着 色 的 , 图 0 的 色 数 就 是 记 可 着 色 的 数 的 最 小 值 ,用 X(6) 或 表示 
4 的 色 数 ， 

(6) 求 图 的 哈密 顿 图 . 

(7) 求 有 向 图 的 有 向 哈密 顿 固 ， 

《8) 旅行 推销 员 问题 . | 

《9) Steiner 树 问 题 , 即 在 一 个 王权 连通 图 中 已 知 顶点 子 集 3, 找 一 个 连通 3 的 押 有 顶 
点 的 权 最 小 的 树 . 

(10) 给 定 一 个 有 向 图 2, 找 出 一 个 边 的 最 小 集合 3 有 0)， 称 为 最 小 反馈 边 集 ， 使 

一 总 没有 有 向 圈 . 

C11) 给 定 一 个 有 向 图 6, 找 出 一 个 顶点 的 最 小 集 5 垂下 (G)， 称 为 最 小 反馈 顶点 集 ， 使 
6 一 台 没 有 有 向 园 . 

(12) 图 的 同 构 问题 . | 

本 章 讨 论 图 的 基本 算法 , 对 于 算法 复杂 性 仅 作 简单 讨论 , 更 为 详细 的 讨论 可 参看 文献 
口 2,[34] [56] ~ [60]. 


$ 6.2 图 在 计算 机 中 的 表示 


图 在 计算 机 中 的 表示 脖 常 有 下 列 几 种 方法 ,选用 哪 一 古 葛 合适 ,与 所 要 解决 的 问题 及 
算法 有 关 . 

方法 1 邻接 矩阵 

没 G 是 (0m) 图 , 则 用 一 个 nX 4 数组 80,J) 存 凡 0 的 邻接 算 阵 ,其 i 行 j 列 的 元 即 
《iy 站 元 为 1 表示 顶点 j 是 项 点 i 的 后 继 , 否则 (Gi, 有 ) 元 为 0. 这 里 邻接 算 隆 只 表示 顶点 的 邻 
接 关 条 ,因此 不 能 表示 平行 边 ,但 能 表示 环 . 

对 无 向 图 ,邻接 矩阵 是 对 称 的 , 故 只 需 存 贮 一 个 上 三 角 阵 , 一 般 涪 , 存 贮 量 的 节省 是 以 
增加 程序 的 复杂 性 和 计算 量 为 代价 的 . 

对 颖 权 图 ,数组 CU,J) 的 后 阅 元 之 值 为 边 避 ,六 的 权 ， 

方法 2 ”关联 算 阵 

“ 设 0 是 (4,m) 图, 则 用 一 个 2 X 环 数组 4007) 存 贮 的 关联 矩阵 ,其 CD 六 元 为 1 表示 
边 ;是 顶点 i 的 出 边 , 为 一 1 表示 边 j 是 顶点 ;的 入 边 ,否则 为 如 对 无 向 图 ,Ci 访 元 为 1 表 
东边 ;与 顶点 关联 ,否则 为 0. 由 于 关联 息 隆 表示 的 是 边 与 顶点 的 关联 关系 , 故 关 联 逢 阵 
不 能 表示 环 ,但 能 表示 平行 边 , 

关联 短 隆 每 列 有 2 个 非 等 元 ,其 余部 是 零 元 ,因此 一 - 般 这 是 一 个 儿 琉 逢 隆 , 可 录取 比 
较 紧 次 的 数据 结 

通常 ， 一 个 图 的 边 数 大 于 顶点 数 , 故 关联 短 阵 的 存 引 二 是 大 子 作 接 夭 的 
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方法 3 边 目录 法 

直接 用 顶点 对 列 出 图 的 所 有 的 边 , 对 无 向 图 ,顶点 对 是 无 序 的 ;对 有 向 图 ,顶点 对 是 有 
序 的 . 

边 目录 法 可 以 表示 平行 边 , 也 可 以 表示 环 . 对 于 头 琉 矩阵 ,这 种 方法 较 节 省 存 贮 空间 ， 
但 对 于 图 在 计算 机 中 的 修改 与 运算 可 能 是 不 方便 的 ， 

方法 4 ”二 数组 法 

用 两 个 BO) | 维 数组 , 疡 CD 与 六 (站 ,对 无 向 图 , 边 e 的 两 个 端点 分 别 在 D1(7) 与 
Dal1) 的 第 i 个 位 置 ,对 有 向 图 , 边 6 的 尼 在 D,(7) 的 第 i 个 位 置 , 头 在 D.(7) 的 第 ;个 位 置 . 

对 赋 权 图 , 则 再 增加 一 仿 18(0) | 维 数组 D1) , 边 6; 的 权 在 成 (1) 的 第 ;个 位 置 ， 

这 种 方法 表达 的 信息 量 多 , 占 存 贮 空间 小 ,使 用 方便 ,因此 用 得 较 广 泛 ， 

方法 5 ”后继 家 法 

设 6 是 am) 图 , 则 用 4 个 一 维 数组 列 出 每 个 顶点 的 后 继 表 ( 对 无 向 图 即 邻 域 天). 第 i 
个 一 维 数组 的 第 一 个 元 放置 硕 点 i, 其余 的 元 放 竺 顶点 i 的 后 继 ,i = 1,2, ,nt 

对 于 无 向 图 ,由 于 列 出 每 个 顶点 的 邻 域 ,因此 每 条 边 都 出 现 两 次 . 

例 6.2 ”对 第 一 章 图 1. 8(a) 的 无 向 图 ,在 计算 机 中 的 三 种 存 贮 法 如 下 ， 


边 目录 法 
《1 2) ,01,3), (1.3?,(2,，2)， 02:4)，(3,4) 4,5),(3,5),(5,6) 
二 数组 法 
DOD = (1,1,1,2,2.3,4,3.5) 
Pa 六 = (2,3,3,2,4,4,5,5,6) 
后 继 表 法 
1: 2,3,3 2: 1,2,4 
3: 1,1,4,5 4; 2,3,5 
5: 3,4,6 6: 5 
$6.3 图 的 遍历 


图 的 遍历 又 称 图 的 行 遍 , 即 从 图 的 某 一 顶点 出 发 , 沿 图 的 边 访问 其 它 顶 点 ,使 图 的 每 
个 顶点 恰好 被 访问 一 次 的 过 程 . 例如 在 习题 2. 59 中 对 二 元 有 序 正 则 树 的 三 种 行 忆 东 ,在 
第 四 章 关 于 匹配 的 算法 中 的 树 生 长 过 程 ,这 些 都 是 疼 的 遍历 问题 ， 

图 的 侦 历 一 般 有 两 种 方法: 广 朗 优 先 搜索 与 深度 优先 搜索 . 

定义 6,2 队列 是 一 个 先进 先 出 的 线性 表 . 它 只 允许 在 线性 表 的 一 端 插入 元 素 , 在 另 
一 端 退出 元 素 . 允许 插入 的 一 端 叫 队 屁 ,允许 退出 的 一 端 称 为 队 头 ,如 下 所 东 ， 


退出 队列 队列 插入 队列 
站 a bd 中 
队 队 
* 头 尼 


定义 6.3 栈 是 一 个 后 进 先 出 的 线性 表 . 它 只 允许 在 线性 表 的 同一 端 插入 或 退出 ,该 
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人 
一 到 %、 进 术 
栈 和 
底 顶 


从 定义 可 知 , 队 列 粗 当 于 排队 等 修 服 务 , 谁 先 到 谁 先 服务 ,后 到 的 人 排 在 队 尾 . 当 排 在 
队 头 的 已 经 服务 后 即 离 开 队 列 , 排 在 后 面 的 再 依次 弟 进 等 待 服务 . 找 相 当 于 铁路 调度 站 ， 
列车 依次 进 站 等 收 , 最 先进 站 的 列车 进入 栈 底 等 收 , 最 后 进 站 的 列车 在 栈 顶 等 候 , 出 站 时 ， 
一 定 是 排 在 栈 顶 的 列车 先 离 站 ,最 后 离开 调度 站 的 必 是 最 先进 站 的 列车 ， 


算法 5.1 遍历 图 的 广度 优先 搜索 法 

假设 从 访问 项 点 +b 开始 ,然后 访问 v1 的 未 被 访问 的 所 有 后 继 , 再 依次 访 疝 这 些 后 继 顶 
点 的 未 被 访问 的 所 有 后 继 , 直 到 图 的 已 被 访问 的 顶点 的 后 继 都 被 访问 到 ., 此 时 ,车 图 的 顶 
点 都 被 访问 , 则 搜索 终止 ,否则 选择 一 个 未 被 访 何 的 顶点 ,重复 上 述 计 程 ,直到 图 中 所 有 顶 
点 者 被 访 税 时 和 达 代 终止 , 换 和 名 话说 ,广度 优先 搜索 人 遍 世 图 的 过 程 是 以 #1 为 起 点 ,由 近 及 远 ， 
依次 访问 与 有 长 为 1,2,… 的 顶点 . 由 干 在 搜索 过 程 中 对 每 个 顶点 一 次 必须 访问 所 有 后 
继 , 国 此 称 为 广度 优先 搜索 .形象 地 说 ,广度 优先 搜索 可 比喻 为 " 直 近 及 远 , 齐 向 各 方 ”， 

以 了 表 队 列 ,开始 时 了 = 多 , 邮 人 是 空 队列 . 邻 

0, 顶点 v 坟 访问 ， 
1, 顶点 已 访 阿 ， 
第 [ 步 ” 老 所 有 顶点 都 被 访问 , 即 
8) = ] bE VG), 

终止 , 否则 下 未 访 向 点 *, 妈 iv) 一 0. 访问 wz 进 人 队列 7, 令 415) 一 1. 

第 2 步 队列 了 的 队 头 退出 队列 ， 

第 3 步 ” 若 Fo)= 世 或 人 二 1,wE TO)， 
转 第 4 步 , 否 则 转 第 5 步 . 

第 4 步 “” 苦 队 列 成 为 空 队 列 , 转 第 ] 步 , 否 则 转 第 2 步 . 

第 5 步 ” 对 所 有 ww Fa) 且 tw) = 0, 访 问 w,; 即 今 Lw) = 1,w 进 入 队 询 了 了, 转 第 
4 步 . 

例 6.3 ,用 算法 6. 1 遍历 图 6. 1 (a) 的 图 co. 


tif#) 一 


4a) (by (a} 
图 61 te 国有 (广度 优先 搜索 过 各 (4 深度 优先 搜索 过 程 
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首先 用 后 继 表 法 列 出 每 个 顶点 的 邻 域 表 如 下 ， 


1; 2,3 2 1,4,5 
3: 1,6.7 4; 2,5 

5: 22,4d 6: 3,7,.8 
7: 3,6,8 8; B17,9,10 
9: 8,10 10: 8,9 


选项 点 1 开始 访问 ,依次 访 呵 的 过 程 如 下 : 
(1) 访 总 顶点 上 的 所 有 相 邻 顶点 2 和 3， 
(2) 访问 顶点 2 的 未 被 访问 的 相 邻 顶点 4 与 5， 
(3) 访问 顶点 3 的 未 被 访 癌 的 相 邻 顶点 6 和 ?7， 
《4) 顶点 4 与 5 的 相 邻 顶点 都 已 访问 ， 
(5) 访问 顶点 6 的 未 被 访问 的 相 邻 顶点 8， 
(6) 顶点 7 的 相 邻 顶点 都 已 访问 ， 
《7) 访问 顶点 8 的 未 被 访问 的 相 邻 顶点 9 与 10， 
《8) 顶点 9 与 10 的 相 令 顶点 都 已 访问 ， 
(9) 队列 已 成 为 空 队列 ， 
(10) 所 有 顶点 都 被 访问 ,终止 . 

其 遍历 过 程 如 图 6. 1(4). 由 此 得 到 的 访问 序列 是 
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算法 6.2 人 历 图 的 深度 优先 搜索 法 . 
假设 从 访问 顶点 开始 ,然后 访问 mm 的 任意 未 被 访 何 的 一 个 后 继 , 再 从 这 个 顶点 出 
发 ,访问 其 未 被 访问 的 一 个 后 继 ,继续 这 一 访问 过 程 , 当 访 癌 到 某 个 顶点 而 wv 没有 上 后继 
或 者 的 后 继 都 被 访问 , 则 逆向 退回 到 的 前 趋 , 继 续 间 的 访问 ,家 到 图 中 所 有 从 sv 可 达 
的 项 点 都 被 访问 . 此 时 , 若 图 的 顶点 都 被 访问 , 则 搜索 终止 ,否则 选择 一 个 未 被 访问 的 顶 
点 ,重复 上 述 过 程 ,直到 图 中 所 有 顶点 都 被 访问 时 选 代 终止 . 由 于 在 搜索 过 程 中 每 次 选 定 
一 个 方向 使 访问 的 顶点 尽 可 能 延 伟 , 当 访问 不 能 进行 时 则 返回 ,再 继续 新 的 访问 ,因此 称 
为 深度 优先 搜索 , 形象 地 说 ,深度 优先 搜索 可 比喻 为 * 直 往 前 行 ,碰壁 回 头 ”. 
用 标号 ! 表示 顶点 是 否 被 访问 , 即 
io) = 9, 顶点 v 未 访问 ， 
1， 顶点 4 已 访问 . 
再 用 标号 > 表示 深度 优先 搜索 的 顺序 ,车 
pn) = D， 
则 表示 在 访问 顶点 + 之 后 紧 接着 访问 顶点 ww, 即 有 一 条 有 向 边 (v,w) ,或 者 说 + 是 ww 的 父 顶 
点 ,是 v 的 子 顶 点 . 
第 ! 步 取 pEFe)， to 一 0 
访问 风 即 令 尺 0) 一 1， 
第 2 步 车 Fo 一 区 或 
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{Cu) = ,weE To 

转 第 3 步 , 和 否则 转 第 4 步 . 

第 3 步 ”车 所 有 顶点 都 被 访问 , 即 

io) = 1 9 E VCO), 
终止 , 否则 ,车 没有 父 顶点 , 转 第 1 步 ; 不 热 设 v 的 父 顶 点 是 4, 令 
v= Hs, 

转 第 2 步 . 

第 4 步 “” 取 uwE 7 县 lv) = 0. 

访问 和, 即 令 LGw) 一 ]. 

思 是 + 的 子 硕 点 ,即今 May 二 v 

第 5 步 ” 邻 v = w, 转 第 2 步 . 

例 6.4 用 算法 6.2 遍历 图 6.1(o) 的 图 6. 

选 顶 点 1 开始 访问 ,依次 访问 过程 姐 下 : 

人 访问 上 的 后 继 2， 

(2) 访 人 名 2 的 后 继 4， 

(3) 访问 4 的 后 继 5， 

《4) 顶点 5 的 相 邻 顶点 都 已 访问 ,退回 到 父 顶 点 4 再 退回 到 顶点 2, 靖 退回 到 顶点 1， 

(5) 访问 3, 再 访问 6,8,9,10， 

(6) 顶点 10 的 相 邻 顶点 都 已 访 癌 ,退回 到 父 顶点 9, 再 退回 到 顶点 8， 

(7) 访问 7， 

《8) 退回 到 顶点 8, 再 依次 退回 到 顶点 6,3,1. 所 有 顶点 都 被 访问 , 终 赴 
其 侦 功 过 程 如 图 6. 1(e), 由 此 得 到 的 访问 序列 是 

Bi VD Ug Dg Vr, 

图 的 遍 态 过 程 实质 上 是 查找 每 个 顶点 的 相 邻 顶点 ,对 ”个 顶点 的 图 ,每 个 顶点 至 多 与 
其 仿 a 一 1 个 顶点 相 邻 , 故 执行 时 间 与 xz 一 17 成 比例 ， 因此 图 的 六 夯 的 同 种 算法 都 是 好 
算法 ， 


$6.4 连通 性 算法 

对 一 个 图 6 ,常常 要 间 的 第 一 个 向 题 就 是 是 否 连通 , 若 不 连 退 , 有 几 个 连通 支 . 

关于 连通 性 ,在 $1.8 指 出 ,图 0 有 w 个 连通 支 的 充 要 条 件 是 ,图 0 的 邻接 矩阵 石 或 关 
联 和 矩阵 4 在 适当 安排 顶点 相 边 的 顺序 后 可 写 为 有 % 个 块 的 分 块 对 角形 矩阵 . 对 有 个 顶点 
条 边 的 图 ,顶点 的 顺序 有 烘 种 , 边 的 顺序 有 m! 种 ,因此 , 穷 举 法 判断 连通 性 是 指数 算法 . 

利用 推论 1.19, 对 * 个 顶点 (x > 2) 的 图 2, 设 妃 是 邻接 矩阵 , 则 连通 的 完 要 条 件 是 

十 吾 十 百 十 …… 十 后 站 

这 个 方法 比 穷 举 法 有 效 , 但 包含 大 量 矩 阵 的 苹 法 , 仍 是 不 可 取 的 . 

判断 图 的 连通 性 的 简单 而 有 效 的 算法 是 融合 顶点 法 . 

定义 6.4 设 @4,») € BCG) ,车 用 一 个 新 顶点 w 代 尊 顶 点 4 与 v0 而 与 顶点 xu 和 /或 5 
关联 的 边 都 与 新 顶点 w 关联, 则 称 为 融合 顶点 4 与 s, 并 称 ww 为 融合 点 . 
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出 定义 ,一 次 融合 顶点 数 碱 少 1, 边 数 不 变 ， 

融合 顶点 法 的 基本 沙 又 是 任远 图 0G 的 一 个 顶点 。, 融 合 与 硕 点 相 邻 的 所 有 顶点 得 融合 
点 ' 不 仿 仍 记 为 w 再 融合 与 顶点 > 相 邻 的 所 有 顶点 ,重复 这 一 过 程 , 直 到 图 C 没有 顶点 能 
融合 到 v 为 止 此 时 ,车 5 的 所 有 顶点 都 被 融合 , 则 6 是 连通 的 ,否则 选择 图 8 的 未 被 融合 
的 顶点 ,重新 开始 融合 过 程 , 当 融 合 不 能 进行 时 终 北 . 

容易 看 到 , 当 过 程 终 止 时 ,有 多 少 个 融合 点 图 口 就 有 多 少 个 连通 支 , 每 个 融合 点 所 包 
售 的 图 上 的 顶点 集 的 导出 子 图 就 是 6 的 连通 支 ， 

例 6.5 在 图 6. 14e) 的 图 @, 选 择 顶点 1 ,融合 相 邻 顶点 2 与 3, 如 图 6. 2(a) ,为 简单 ， 
在 融合 后 的 图 中 略 去 环 和 平行 边 ,并 把 融合 点 仍 记 为 1, 再 融合 所 有 相 令 顶点 4,5,6 与 7， 
如 图 6.2(0). 再 融合 顶点 8, 如 图 6. 2(o. 再 融合 顶点 9 与 10, 如 图 6. 20d). 因为 图 人 的 顶点 
最 后 全 部 在 一 个 融合 点 中 , 故 连通 . 


tay tbh) tc) {d) 
图 对 2。 攀 合 顶点 过 程 , 大 回国 表 柄 侣 顶点 
两 个 顶点 的 融合 可 在 圆 6 的 邻接 矩阵 吾 上 进行 ,如果 融 合 顶点 ;与 九 而 融合 点 仍 记 为 
i 且 略 去 平行 边 , 则 把 ? 行 加 到 ;i 行 ,再 把 5 了 列 加 到 ; 列 ,然后 去 掉 ;# 行 j 列 ,这 里 的 加 是 多 辑 
加 "V ” 即 
IV0O=0VYV1I=|1IY1=1, 
DVD 站 
对 一 个 图 8 的 融合 ,融合 次 数 最 多 |F(G)| 一 1 次 ,而 每 次 融合 最 多 |F(G) | 次 还 辑 灯 ， 
因此 融合 顶点 法 的 执行 时 间 与 |FCO)|CIFCC)| 一 1) 成 比例 ， 故 这 是 一 个 好 算法 . 


算法 6.3 ”连通 性 的 融合 顶点 法 

设 G 是 (nim) 图 ,用 + 表 连 通 支 数 . 

第 1 步 ”输入 邻接 矩阵 ,+ 二 1. 

第 2 步 ” 选 未 被 记录 的 顶点 i E€ FCG)， 

第 3 步 ” 在 吾 中 补 查 i 列 , 菁 没有 与 顶点 i 相 邻 的 顶点 , 转 第 4 步 ,否则 转 第 6 步 ， 

第 4 步 ”记录 由 顶点 i 产生 的 连通 支 . 

第 5 步 ”车 没有 未 记录 的 顶点 ,输出 连通 支 数 和 连通 支 , 停 . 否则 令 二 一 上 十 人, 转 第 
2 步 . 

第 6 步 记录 与 顶点 i 相 邻 的 所 有 顶点 ,把 相应 的 行 加 于 ;i 行 ,相应 的 列 加 于 i 列 , 然 
后 在 如 中 置 与 i 相 邻 的 所 有 顶点 的 行 , 列 为 零 , 转 第 3 步 . 
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例 6.6 用 算法 6.3 求 图 6. 1(ay 的 图 的 连通 性 ， 
0 0 .0 


人 


邻接 矩阵 HH 二 


一 
一 
一 
人 
| 
一 
一 二 


一 
二 
Dr = 


dy D 0 | 避 
选 未 被 记录 的 顶点 1 ,检查 的 第 1 列 ,/ 有 顶点 2 与 3 相 邻 接 , 把 第 2 行 与 第 3 行 加 于 


第 1 行 , 再 把 第 2 列 与 第 3 列 加 于 第 ! 列 , 然 后 置 第 2 行 第 3 行 与 第 2 列 第 3 列 为 零 ,得 
1001111000 
0000000000 
0000000000 
10001000000 
1001000000 

000000001lo0 0 (你 有 国 62(9)) 
0000001009 
000001 16011 
0000000 101 
00000001106 


记录 与 1 相 领 的 顶点 2 与 3. 
在 五 中 检查 到 预 点 ] 的 相 邻 顶点 4,5,6 与 7?. 把 第 4,5,6 与 ? 行 加 于 第 【 行 , 第 4,5， 
6 与 7 列 吉 于 第 1 列 , 并 置 第 4,5,6 与 7? 行 和 相应 列 为 零 ,得 


1000000100 
0000000000 
0000000000 
0000000000 
9000000000 

H=|。。0 0 0 0 600 0 0 (大 看 图 6200) 
9090000000014 
1 9 0 0 0 0 0 0 1 1 
9090000000 101 
00000000110 


记录 与 1 相 邻 的 顶点 4,5,6 与 7. 
让 再 中 顶点 1 与 8 相 邻 ,把 第 8 行 加 于 第 1 行 ,第 8 列 加 于 第 1 列 , 并 置 第 8 行 与 第 8 
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列 为 零 ,得 


rogooo0od0 1 
0000000000 
0000000000 
000000004040 
90000006¢00 
H=|0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ‘区 看 图 6.2(0)) 
90900000000900 
0000000000 
i10000600001 
i1000000010 


记录 与 顶点 ! 相 领 的 顶点 8， 
在 妆 中 顶点 1 与 顶点 8,9 根 邻 ,把 第 8,9 行 加 于 第 1 行 ,第 8,9 列 加 于 第 1 列 ,并 置 第 
8,9 行 与 第 8,8 列 为 零 ,得 


10000000050 
00000000000 
000000 000 0 
0000000000 
000000000090 
H=|| 0 0。 00090 0 0 0 (参看 图 全 209)) 
60000 0 800 
0000000 000 
0000000 00 0 
000000000 0 


记录 与 1 相 邻 的 顶点 8 与 9 
因为 豆 中 检查 出 顶点 1 没有 相 邻 顶 碟 , 且 姓 的 所 有 横 点 都 已 记录 , 故 妃 只 有 一 人 回首 
支 , 即 4 是 连通 的 ， 


3 6.5 强 连通 性 算法 
融合 顶点 法 不 能 用 来 判定 有 向 图 的 强 连 通 性 . 
设 0 是 (ww) 有 向 图 ,P 是 可 达 算 阵 , 则 两 个 顶点 :与 ;同属 于 一 个 强 连 通 支 的 充 驱 条 
件 是 ,二 ps 二 1, 等 价 地 , 即 
ps A Pr = 1. (6, 1) 
这 里 "A ”是 导 辑 梁 , 规 则 是 
A0=bAiT=1A0= 
lA]=], 


mi = Wr = WA (6, 2) 
lprAPpi= ls 
多 型 一 Co) 是 对 称 阵 , 且 第 ; 行 元 素 me ,mw 中 的 非 零 元 素 所 在 列 相应 的 顶点 子 集 
的 导出 子 图 就 是 0 的 一 个 强 连 通才 ， 
现在 的 问题 是 如 何 求 可 达 短 阵 P, 在 1.8 中 给 员 了 利用 邻接 矩阵 求 可 达 短 阵 的 方 
法 ,由 于 这 一 方法 包含 了 大量 窍 阵 的 柔 法 ,因此 不 是 有 效 的 ， 
换 一 个 前 度 米 考虑 . 如 果 把 "可 达 ” 作 为 两 个 顶点 间 的 “关系 ", 则 可 达 关 系 是 传递 关 
系 . 设 豆 是 邻接 垂 阵 , 若 召 的 1 列 行 对 的 元 是 "1”, 崩 示 顶 点 上 是 顶点 j 的 后 继 , 即 顶点 j 
可 达 预 点 1. 如 果 扫 五 的 第 上行 如 到 第 行 (逻辑 加 ) 则 表示 凡 顶 点 1 可 过 的 ,顶点 7 了 也 一 
定 可 法 . 因此 ,车 依次 考查 到 ,在 二 1,2, 2: 则 由 逻辑 加 运算 即 可 求 得 可 达 移 阵 ， 


算法 6.4 求 可 达 和 矩阵 的 逻辑 算法 
设 8 是 (n,m) 有 向 图 ， 
第 1! 步 ”输入 邻接 短 阵 豆 一 1， 
第 2 步 ” 对 六 [1 委 j) 委 2 天 若 三 [器 一 是 则 令 
HD = HDS YY [大 一 了 2 

第 3 步 《 若 ! 委 1 一 1 册 令 上 = 十 1 转 第 2 步 . 
第 4 步 ” 令 忆 = 瓦 ,得 令 

思 一 1 上 一 1929 

则 己 为 可 达 垂 阵 . 

出 于 解决 了 求 可 达 和 矩阵 的 问题 ,因此 也 就 解决 了 求 强 连 道 性 的 问题 . 


算法 6.5 ” 强 连通 性 的 人 逻辑 算法 

设 和 如 是 Cam) 有 向 图 . 

第 1 步 ” 求 可 达 和 矩阵 P. 

第 2 步 ” 令 六 二 Ge) 其 中 mi 由 式 (6.2) 计算 . 

第 3 步 ” 若 村 的 : 行 的 非 零 元 在 jj jr 列 ; 则 导出 子 图 

在 全 

就 是 6 的 强 连通 支 . 

输出 强 连 通 支 数 和 各 强 连 通 支 , 停 . 

在 强 连通 性 妾 法 中 ,对 顶点 i, 邻接 矩阵 的 ; 行 至 多 与 男 外 Gx 一 1) 行 作 李 辑 运 乔 , 芭 至 
多 作 nutn 一 1) 次 逻辑 加 ,因此 ,执行 时 间 与 


wn _ 1) 成 比例 ， Yi Vs 
对 无 向 图 ,顶点 ;与 顶点 上 相 邻 ,可 看 作 

顶点 j 是 质点 i 的 上 后继, 因此 ,算法 6.5 对 元 向 全 

图 也 是 适用 的 ， Ny 
例 6.7 求 图 6,3 的 有 向 图 的 强 连 授 

性 . 本 
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0 1000 
10100 
邻接 矩阵 H=|: o 1 1 ol. 
00001 
000 10 
先 求 可 达 和 抵 阵 P, 由 
01000 01000 
00100 |0010 人 | 本 
H=|1 0 1 1 oga | 1 1 ! -gi 
00001 9090001 
000 10 000 10 
01100 1! 1110 1 1 111 
00100 i | 110 oir | 1111 
1 1 ol i111 0 证 6111 
0 0001 0 .00001 0 0001 
000 10 000 10 000 11 
1! 1111 
第 5 行 吉 到 tl 
Br! 11 Li 
00011 
00011 
1 1 111 
! LT 
可 达 和 矩阵 P=|! 1 1 1 {|, 
00011 
00011 
再 由 式 56. 2) 求 和 矩阵 于， 
1 11004 
1 1 1 00 
M=|! 1 1 0 ol. 
00011 
00011 


有 2 个 强 连通 支 : 
GC vr ra}), a({ps vs}), 


对 于 有 向 图 的 强 连 通 性 可 利用 深度 优先 搜索 树 ,读者 自己 给 出 计算 步骤 (习题 6. 34 
与 6. 35)。 


$ 6.6 求生 成 树 ( 林 ) 


求 图 的 生成 检 ( 林 ) 算法 ,对 连通 图 是 求生 成 树 , 对 不 连通 图 是 求生 成 林 . 反 过 来 , 若 
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求 得 生成 树 ,图 是 连通 的 ,车 求 得 生成 林 , 图 是 不 连通 的 ， 
设 6 是 4,m) 连通 图 , 今 从 如 中 任 选 二 一 1) 条 过 ,车 无 圈 或 连通 , 则 由 定理 2,1, 得 6 


的 一 哥 生成 树 , 这 种 方法 需要 { ，” |)} 次 判断 是 否 无 国 或 是 否 连 通 ,实际 上 这 就 是 穷 举 


法 . 
求生 成 树 { 林 } 的 一 个 好 的 算法 是 利用 如 下 性 质 ,对 连通 图 ,其 极 大 连通 子 图 是 生成 
树 , 对 不 连通 图 ,其 极 大 连通 子 图 克 成 生成 林 . 将 图 的 边 编导 ,依次 检查 每 一 条 边 . 当 正 在 
检查 的 边 与 已 标记 的 所 有 边 不 会 妖 时 ,该 边 生长 到 树 中 并 作 标 记 , 然 后 检查 下 一 条 边 ; 若 
含 回 , 则 不 作 标 记 , 并 继续 检查 下 一 条 边 . 最 后 得 到 作 标 记 移 边 数 是 (x 一 疏 , 当 c 一 1 时 是 
生成 树 , 当 c 关 2 时 是 生成 林 - 由 子 每 次 生长 一 条 边 在 树 ( 林 ) 中 , 故 称 为 边 生长 算法 . 
用 二 数组 法 输入 图 6G;,D,CD ,Dst7).c 表 已 经 得 到 的 树 的 数目 . 设 
0, 顶点 i 不 在 已 经 得 到 的 树 中 ， 
+, 预 点 i 在 树 坞 中， 
0, 边 ;不 在 已 经 得 到 的 树 中 ， 
k， 边 了 在 树 和 中 ， 
今 考查 边 夺 一 (六 (6,DsCt) ,有 五 种 情形 ， 
情形 1 Dict) ,DsCx) 都 不 在 已 经 得 到 的 桂 中 , 即 
Di) = Dk) = 1, 《6. 3) 
此 时 , 边 上 加 入 新 的 一 棵 树 工 5; 中 . 
情形 2 D8) 在 TT 中 ,Dzlh) 在 Yd 中 ,i 关 记 即 
VODCEDD) = 4 TA)) 一 天 于 《6. 4) 
此 时 边 上 连接 工 与 守 为 一 操 树 ,所 得 的 树 诚 少 一 衬 . 
情形 3 D.C ,Dstt) 都 在 工 中 ,有 即 
TD》 -POPE) = (6. 5) 
因为 丈 是 树 , 故 附 如 边 = .mi) 之 后 有 队 一 的 图 ,所 以 这 赔 的 边 不 能 生长 到 树 
中 ， 


Fes) = | 


sD) = | 


情形 4 D8) 在 7T; 中 ,7stk) 不 在 已 经 得 到 的 树 中 , 即 
FDNY) = i, VOR) = 0 《6. 6)， 
此 时 ,边关 生长 到 邓 中 ， 
情形 5 DC) 不 在 已 经 得 到 的 树 中 ,D4) 在 下 中 , 即 
VCD = 0 F(DsCD) = 《6.7) 
此 时 , 边 * 生 长 到 ZT 中 ， 
由 于 此 算法 依次 考查 6 的 ww 条 边 , 故 执行 时 间 与 名 成 比例 ， 


算法 6.6 边 生 长 算法 
设 如 是 人 na) 图 .在 开始 ， 
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二 数组 CRY ,Det 二 昌 2 
VO = 0,i= 1.24 on, 
EBD = 0, 7= |12ye ms 
k=1l,c= 0,r= 0. 
第 1 步 ” 若 VOD.()) = 0, 转 第 2 步 ， 
车 VCD1C4)) 一 i 关 0, 转 第 3 步 . 
第 2 步 。” 若 VCD208)) 一 0, 转 第 6 步 ， 
车 VDze(k)) 一 了 天 0, 转 第 7 步 . 
第 3 步 ”车 FFCP(D) = 9, 转 第 4 步 ， 
车 VCDatk)) 二 j 关 0, 转 第 5 步 ， 
第 4 步 。” 即 博 形 4, 按 上 生长 到 中 , 即 令 
一 中 十 上 
Bh) 一 VDEK)Y, 


第 5 步 ” 若 i==j 即 情形 3, 转 第 10 步 ,否则 转 第 8 步 . 
第 6 步 ” 即 情形 1, 增 加 一 操 树 ,即今 


4 一 1 十]， 
T, = [#]， 
BF) = VOD ONY = VOD = 0 
转 第 9 步 ， 
第 ?7 步 ” 邵 情 形 5, 边 生长 到 ;中 , 即 令 
T= T+ 
EK) = PDE) = 中 
转 第 9 步 ， 


第 8 步 ” 财 情 形 2, 边 连接 与 为 一 梨 树 . 
(1) 当 上 之 疡 把 边 上 各 TD 合并 到 二 , 即 令 
T= 十 Tj 十 此 ， 
| : 当 PE) < 
VD) ==? : 当 Fi) 一 小 
[yw rw 
t= ] 2s. 
| 当 晤 < 


四 [一 1 , 当 卫 (一 了 或 上 一 对 
[go 一 上当 8(D) 计 上 
t= 12 


当 i 廊 记 把 边 £ 儿 全 合并 到 TT,, 即 令 
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Tj 二 了 十 T) 十 此 ， 
| 当天 < 


VOD 一 1 ,当下 ( = i， 
Le - 1 当下 > i 
t= ] 2 
EE® .BD i 
五 (ED 一 全 了 , 当 呈 人 一 或 上 一 和 
1zo - 1; 当 BC) > i 
f= ] 2, 


(2) 今 cc 一 cc 一 ], 转 第 9 步 . 
第 9 步 ”生长 到 树 中 的 边 增加 一 条 , 故 令 
7 一 了 十 1， 

第 10 步 ” 若 r 一 ia 一 1 或 上 = 由, 则 输出 于 人 停 , 否则 令 六 二 上 十 1, 转 第 1 
步 . 

注意 到 在 第 10 步 增加 了 一 个 控制 条 件 > 一 * 一 1, 其 中 > 表 生 长 到 树 中 的 边 数 , 由 于 生 
成 树 的 边 正 好 一 1) 条 ,而 生成 林 的 边 少 于 (Gx 一 4) 条 ,因此 当 品 半 之 1 时 ,不 必 检 查 图 
的 所 有 mm 条 边 ,最 多 内需 生长 G4 一 1) 条 边 即 可 终止 ,从 而 大 为 减少 计算 量 . 

算法 6.6 是 依次 检查 图 必 的 每 条 边 , 也 可 接 过 历 图 6 的 顶点 的 方法 求生 成 树 ( 林 )， 

设想 从 图 6 的 某 一 顶点 开始 旅行 ,旅行 的 规则 是 , 沿 没有 旅行 过 的 边 到 达 没 有 到 达 过 
的 项 点. 这 伴 的 旅行 自然 不 会 形成 圈 , 因 此 , 当 旅 行 终 止 时 候 得 到 图 C 的 初始 旅行 点 所 在 
连通 支 的 很 大 无 圈 生 成 子 图 , 即 该 连通 支 的 生成 树 . 如 果 图 5 连通 ,算法 终止 ,如 果 图 0 不 
连通 , 则 另 选 顶点 开始 新 的 旅行 .总 之 ,一 个 图 有 多 少 个 连通 支 就 需要 多 少 次 遍历 过 程 . 遍 
历 有 两 种 方法 ,由 广度 优先 搜索 法 得 到 的 称 为 广度 优先 生成 树 ( 林 ) ,由 深度 优先 搜索 法 得 
到 的 称 为 深度 优先 生成 树 ( 林 ) 


算法 6.7 诬 境 优先 生成 材 算法 
设 6 连 通 , 按 后 继 表 法 存 贮 图 G.7 下 当前 得 到 的 树 ,Li) 表 硕 点 i 生长 到 了 中 的 顺 享 
号 , 尾 取 顶点 * 开始 ,遍历 过 程 疼 止 时 得 到 以 "为 根 的 外 向 树 . 因为 所 得 到 的 图 是 有 向 图 ， 
所 以 称 树 了 的 边 为 正 向 边 , 称 余 树 8 的 边 为 返回 边 . 在 开始 
P= ,Ss= GD = OV Er). 
第 1 步 取 pEFIG)， 邻 上 一 1 人 一 |， 
第 2 步 ” 取 顶点 ”的 第 1 个 未 检查 的 边 , 设 为 fo) ,并 规定 方向 为 从 "到 几 , 转 第 3 
步 . 若 顶点 "的 关联 边 才 已 检查 , 转 第 4 步 . 
第 3 步 ” 若 人 an 二 0, 令 
T=T+ bo, 
= 下 二 1, wm) = 
转 第 2 步 .车 iw) 关 0, 令 六 二 请 十 ,如 ), 转 第 2 步 
第 4 步 。” 若 有 边 (4,v) € 了 , 邻 v = 4, 转 第 2 步 ,否则 输出 深度 优先 生成 树 工 , 停 . 
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例 6.8 求 图 6. 1(o) 的 图 8 的 深度 优先 
生成 树 . 

如 图 6. 4, 顶 点 旁边 的 数字 前 生长 到 了 的 
顺序 号 . 症 第 3 步 ,车 iw) = 0, 则 (1,w) 是 正 
向 边 ,用 实 线 表示 :车 ao 天 0, 则 (oo) 是 返 
回 边 ,用 虚线 表示 . 由 深度 优先 搜索 过 程 , 正 
向 边 由 小 顺序 号 指向 大 顺序 号 ,返回 边 由 大 
顺序 号 指向 小 顺序 筷 . 


Via? 


算法 6.8 ”广度 优先 生成 树 算法 图 6.4 深度 优先 生成 树 

设 6 连通 , 按 后 继 表 法 存 幅 图 0,T 表 当前 得 到 的 树 ,8 表 不 在 ?的 边 ,R 表 队列 (让 表 
顶点 i 生长 到 了 中 的 顺序 号 . 任 取 顶 点 "开始 ,遍历 过 程 终止 时 得 到 以 * 为 根 的 外 向 树 .在 
开始 


T= ,So ,R= ,0) = 0¥uETOOY. 

第 1 步 取 vEVOO, 邻 1) 二 1, 上 二 1 

第 2 步 。” 取 顶点 v 的 第 1 个 未 检查 的 边 , 设 为 (v2,w)， 并 规定 方向 为 从 到 ww, 转 第 3 
步 . 若 顶点 ”的 关联 边 都 已 检查 , 转 第 4 步 ， 

第 3 步 ” 若 Lo) 一 0, 令 

T=T+ Ow) B= RU {w), 
k=] (ww) = 
转 第 2 步 , 闭 !(w) 了 关 0, 令 
所 一 沪 十 【ob 

转 第 2 步 ， 

第 4 步 “” 若 ?= 分 ,输出 广度 优先 生成 
树 了 , 停 .否则 转 第 5 步 . 

第 5 步 ” 取 有 的 第 上 个 元 为 ,并 令 屎 一 
A\{v) , 转 第 2 步 ， 

例 6.9 求 图 6. 1(e) 的 图 C 的 六 度 优 先 
生成 树 . 

加 图 6. 5, 顶点 旁 的 数字 表示 生长 顺序 
号 , 实 线 表 树 枝 , 虚 线 表 连 枝 . 树枝 的 方向 由 
小 蜂 序 导 指 向 大 顺序 号 ,但 连 枝 的 方向 不 一 
定 是 从 大 顺 冶 号 指向 小 顺序 号 ， 


轿 6.5 广度 优先 生成 树 


$ 6.7 求全 部 生成 树 


假设 6G 是 (4,m) 连通 图 , 任 取 e € BE(0), 则 0 的 生成 树 分 为 两 类 ,第 一 类 为 会 e 的 生成 
树 ,第 二 类 为 不 含 * 的 生成 树 . 作 的 两 个 子 图 6 与 01:0 是 把 6 的 边 作 标记 的 图 ,6 是 
138 


0 去掉 边 。 的 疼 . 于 是 ,第 一 类 生成 树 都 在 G, 中 且 边 e 作 了 标记 ,第 二 类 生成 树 都 在 G4 中 ， 
对 与 0 各 自 又 可 分 为 两 个 子 图 . 继续 进行 , 当 出 现 全 由 标记 边 组 戌 的 图 或 生成 树 时 ， 
这 个 图 就 处 理 完毕 ,然后 这 个 图 就 被 删 去 . 当 所 有 分 解 出 的 图 都 处 理 完毕 时 ,全 部 生成 树 
就 得 到 了 . 这 就 是 求全 部 生成 树 的 基本 思想 . 

按照 深度 优先 搜索 的 原则 ,对 各 层次 中 分 解 出 的 两 个 图 G1 与 6;, 总 可 先 处 理 而 把 
@ 放 入 栈 , 当 进行 到 某 一 岩 次 G 处 理 完毕 时 , 即 按 栈 的 后 进 先 出 原则 , 转 而 处 理 最 后 进入 
栈 的 0. 直到 栈 的 元 素 全 部 处 理 完毕 ,这 度 优先 搜索 过 程 终 止 ,得 到 全 部 生成 树 . 

由 定理 2.7, 若 e 是 图 6 的 桥 , 则 6 的 所 有 生成 树 都 售 e, 因此 ,不 妨 假定 G 没 有 桥 , 或 者 
说 ; 当 G 有 桥 。e 时 , 按 定 义 5,8, 对 边 e 缩 并 ,然后 表 处 理 缩 并 图 0 ，e. 

注意 到 在 每 一 层次 的 Cs 都 是 去 掉 0 的 一 条 边 得 到 的 ,因此 cs 有 可 能 不 连通 ,而 不 连 
通 的 图 是 不 含 生成 树 的 ,所 以 当 0; 不 连通 时 不 必 入 栈 而 把 它 删 去 . 考虑 到 判定 各 层次 的 
Gs 是 否 连通 需 花 大 量 工作 , 故 可 采用 一 个 简单 的 办 法 ,如果 18C62)| 之 IP(O)| 一 1, 册 6， 
不 会 是 连通 的 而 对 以 删 去 ， 

采用 二 数组 法 存 贮 图 6:D,(7) ,Ds(DD. 用 一 维 数组 56i) 描述 正在 检验 中 的 图 6 的 边 ， 
| 0 ，, 边 i 不 在 6 中 ， 
1 ， 边 i 在 6 中 但 未 标记 ， 

一 , 边 i 在 9 中 且 已 标记 . 

用 一 维 数组 Vj) 描述 正在 处 理 的 子 图 中 标记 边 形成 的 连通 支 的 分 布 情况 ， 
0, 顶点 j 不 在 任何 妹 记 边 的 连通 支 内 ， 
i， 顶 点 j 在 标记 边 的 第 i 个 连通 支 内 . 
这 样 ; 当 取 边 i 作 标记 生成 0 时 ,只 需 检验 边 i 的 两 个 端点 是 否 在 原 有 标记 边 的 同一 个 连 
通 支 内 , 即 是 否 有 


Eli) 一 
FD 一 | 


VD DY) = FD C0)), 

从 而 判断 当 边 i 标记 后 是 否 由 当前 标记 边 构 成 图 , 

栈 由 两 个 二 维 数组 FSUT,J) 与 85(T, 了 1) 表示 1j=1,200yR 叶 二 120 ,44 其 中 7 
表 栈 折 在 的 层次 ,VS(T,J) 是 顶点 塘 , 与 PtJ) 对 应 ,88(IT,1) 是 边 栈 , 与 8() 对 应 . 

今 检 验 边 ei, 先 生成 G4, 即 令 8CD = 二 0. 当 |8C62) | 之 # 一 1 时 删 夫 Gs, 否则 0 入 栈 , 然 
后 生成 G1, 即 令 80i) = 一 1, 有 王 种 情形 . 

情形 1 VCD.62D) 一 RDpatD) = 0, 即 边 ; 的 两 个 端点 不 是 任何 标记 边 的 端点 ,此 时 边 
i 加 入 新 的 连通 支 ， 

情形 2 VDCD) 一 0F《 记 人) 关 0, 即 顶点 DC2) 不 在 标记 边 的 连通 支 内 , 故 边 ;i 加 
入 顶点 Dy() 所 在 连通 支 . 

情形 3 PP 人) 天 0 一 0 与 情形 2 类 似 , 边 i 加 入 顶点 疡 人 所 在 连通 支 ， 

情形 4 F(CD GD)) 一 F(Ds(i) 天 0, 即 边 i 的 两 个 端点 六合 与 肪 (GD 在 同一 连通 支 ,加 
入 边 i 后 必 构 成 圈 , 故 删 去 此 图 ,并 从 栈 顶 退出 一 个 子 图 继续 检验 ， 

情形 5 PCD1C) 关 0,VCDzC)) 关 9, 且 它们 不 相等 , 即 边 i 的 两 个 端点 在 不 同 的 连通 
支 , 当 标记 边 ; 后 , 边 ; 连接 两 个 连通 支 为 一 个 连通 支 . 合并 后 的 连通 支 的 顶 吉 标号 取 合 并 
前 两 个 连通 支 的 小 标号 , 此 时 连通 支 减少 一 个 . 
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在 情形 2 或 3 或 5 发 生 时 ,连通 支 的 妹 记 边 都 增加 了 一 条 ,由 于 合并 后 的 连通 支取 合 
并 前 的 小 标号 , 故 当 
VR = 1 2 
叶 便 得 到 一 棵 生成 树 . 


算法 6.9 求全 部 生成 树 的 诬 度 优先 搜索 法 
设 8 是 frym) 图 ,用 二 数组 法 存 迪 图 C: 0D ,Ds(7). 在 开始 ,正在 检验 的 图 是 给 定 的 
图 0, 即 令 
Et = 1 i = 1 ,2,0 
FCO) = 8, 也 1 ,2 wy 
开 三 1,， 即 栈 是 空 栈 ， 
如 一 1, 艺 没有 连通 支 ， 
NT 二 9, 即 没 有 生成 树 . 
第 1! 步 取 边 ec 满足 
i= min 伏 | BE = 1 k= 12 
第 2 步 生成 Go, 即今 如 站 一 小 
若 1B(02)| 之 4 一 1, 转 第 3 步 ,否则 入 栈 , 即 令 
ESCIT,K) = 而 (二 一 | ,2, ,1m, 
VSCUT, 一 VC), k= brn 
IT=17 十 |] 
第 3 步 生成, 财 令 B80) 一 一 1 
第 4 步 ” 若 VCDC)) = 0, 转 第 5 步 ,否则 转 第 6 步 ， 
第 5 步 ”车 F( 疡 (D) = 0, 转 第 7 步 , 否 则 转 第 8 步 ， 
第 6 砂 ”车 F(D 人 GD) 一 0, 转 第 9 步 , 否 则 转 第 10 步 . 
第 7 步 ” 即 情形 1, 增 加 一 个 连通 支 , 即 令 
POD DY = VOCDCD) = 18, 
IS= 18+1, 
转 第 1 步 ， 
第 8 步 。” 即 情形 2, 令 VCDC) = 下 CD) 转 第 12 步 ， 
第 9 步 。” 即 情 形 3, 邻 VCD) 二 POD,(2)), 转 第 12 步 . 
第 10 步 ”车 VDC0) 天 (pa ， 转 第 11 步 ,否则 转 第 14 步 . 
第 11 步 。” 即 情形 5, 这 i 连接 pi(2) 所 在 连通 支 与 Dti) 所 在 连通 支 为 一 个 连通 支 ， 
C1) 对 二 1 上 20 yy 车 VODD)) 之 VF(Dpz(2)), 则 
| ， 当 下 人] < FCD(D)), 
VO = POD COD) ,VO 一 下 (号 (D)， 
[yo 一 1] 当 V() > FOOD CD), 
车 PCD CD)) > 区 pa) ,出 
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并 和 ， 当 PO) VD (CD), 
VE) = VD) ,BPFH = FOOD), 
lr 一 上 ， 当下 人 2 FOO ODY. 
(2) 邻 IS 一 1S 一 1]. 
第 12 步 ”车 VW = 1, 上 二 J,24r 4y 则 令 
NT= NT |1,， 
输出 第 NT 巢 生 成 树 , 即 边 集 
{e, {EGY = i= 上 2 十 
转 第 13 步 ,否则 转 第 1 步 ， 
第 13 步 ”车 开 = 1; 即 栈 已 空 ,已 经 得 到 全 部 生成 树 , 停 . 
第 14 步 此 时 或 者 是 情形 4 形成 图 ,或 者 是 情形 2,3,5 之 后 得 到 生成 树 , 该 图 处 理 
完毕 , 退 乒 , 即 令 
了 一 全 一] 
六 一 FSCT RY), k= 1 2 in, 
VR) = VSCOT A), k= | ,2 A 
IS = 1 max {VCE = 1 ,2, ,NH}. 


转 第 1 步 . 
例 6.10 求 图 6.600 的 全 部 生成 协 ， 
1 | 1 el Cl 
人 By 台 > 全 es 所 er 
V's [a LE] Eq .Es " 
{a) ib)} (c) {d) (ce) 


图 6 (0 加 六 tr (e) 全 部 生成 树 
开始 ， Di= (1,2,3), Di = (2,3,4,4) 
B= (1,1,1), 7 一 (0.0.0,0) 
IT=]1,1IS~=|, wwT 一 0 
上报 恒 . | 
ESC) = (O11 ,11 FHC = (D0,0,0), TT = 2, 
B= (—1,[,],1). 
P= {l,l1,0,0), 15 = 2, 
取 6. 
. ESt2) = (1,0 FSC2) = C11 00), IT 一 3 
-= 一 1 一 1,1,!). 
.FF= C1,l,1,0), 
， 取 cs。 
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2 ES 一 (一 1 一 10,1，7S(3 = (11,0), I = 4. 
3. EB 二 (1,—1;,—1,1), 
9. Fe (1,1,1,1). 
12, NT = 1, 第 1 标 生 成 树 [el ,estes], 如 图 6. 6t5). 
14. IT= 3, B= ES) 一 (一 1 一 1.0,1)， 
V=VS(3) = (1,1,1,0), 15 = 2. 
了 权 e。 
五 一 (一 1, 一 1.0,0) , 删 去 . 
五 一 (一 1, 一 1,0, 一 1)， 
.下 一 《11 1 17 
12. NT = 2 第 2 棵 生成 树 [eeavet], 如 国 6. 6¢《6). 
14, IT = 2, FE= ES(2) = (— 1,0,1,1). 
F 一 TS(2 = (1,1,0,0), 15 = 2, 


人 


1， 了 权 ea， 
2. 于 二 {一 1,0,0,1), 删 去 . 
3, B= (—1,0,— 1,1). 
9. F = (1,1,0,1), 
1. 陪 eu， 
2. 五 二 《一 上 ,0; 一 【1,0), 删 去 . 
5, 卫 一 (一 1,0, 一 1, 一 1)， 
8. VF = £1,1,1,1). 
12. NT 一 3, 第 3 标 生 成 树 [ej ,eyse1; 如 图 8,604). 
14. IT = 1, E= ESCO) = (0,1,1,1), 
V= V8) = (0,0,0,0), IS = 1. 
取 ea， 
,， 卫 一 《0,0,1;:1), 删 去 ， 
B= (0,— 1.1.,1). 
,了 = (CL,0,1,0), 715 = 2 
了 权 ex 
下 一 《0, 一 1,0,1), 删 去 . 
B= (0,— 1,— 1,1). 
Ve= (C12,1.2), 15 = 3. 
取 pf 
下 一 (0 一 上， 一 1,0) ,出 去 . 
3. 四 一 (0, 一 1 一 1, 一)， " 
11, 六 = (1,1,1), 1S = 2. 
12， NT 一 4, 第 4 覃 生成 树 Fes ,es,e;] ,如 图 6.6(e)， 
13. m = 1, 已 得 全 部 生成 树 ， 
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ty 一 
二 四 由 本 二 本 + 


fe: ,ez yes]， [Le ezyel]， [e ,es ,el]， [es ,ee 


36.8 求 基本 转 


设 6 是 连通 人 am) 图 , 任 取 ，E Fe) , 则 由 广度 优先 搜索 法 可 产生 以 ?为 根 的 外 向 检 
7. 由 定理 2. 1, 对 每 条 弦 e,T 十 < 有 了 唯一 圈 , 称 为 基本 图 ,这 样 得 到 的 (tm 一 x 十 1) 个 基本 略 
正好 构成 图 基 ， 

在 广度 优先 搜索 中 ,从 > E FKC) 开始 的 搜索 , 需 检验 与 > 关联 的 每 一 条 边 , 当 边 (x,w) 
生长 到 树 中 时 ,给 顶点 ww 两 个 标号 .iCw) 表 在 树 了 上 从 根 到 2 的 距离 , 即 了 上 唯一 的 六 
路 的 长 ;p(w) 表 该 ww 路 上 如 的 紧 前 顶点 . 不 在 树 卫 上 的 所 有 顶点, 令 

Hx) 一 一 ]. 

今 设 tEE FEIT), 边 fy,w) 是 正在 检验 的 边 , 有 两 神 可 能 . 

《La 一 一 T 表 示 x 在 ?上 局 不 在 ?上 , 改 边 (xyte) 可 生长 到 了 中 ， 

(2) 8 天 一 ] 表 示 = 与 如 都 在 了 上 , 故 加 上 边 Gaa) 后 有 唯一 圈 , 这 时 ,从 顶点 4 与 
ww 备 自 利 用 p 标 导 道 向 追踪 可 得 叭 一 的 由 路 : 

ds PAE) POPCAIY or, pC), wy 
于 十 这 个 图 便 找到 了 ， 


算法 6. 10 求 基本 隅 的 广度 优先 搜索 法 
设 0 是 连通 (rw) 图 ,二 {1,2,… , 石 是 邻接 矩阵 ,了 表 当 前 得 到 的 树 , 开 始 时 了 一 
好 , 称 顶点 1 为 树 很 ,7 为 队列 ,并 令 
FP( 让 会 树 上 顶点 i 的 父 顶 点 
TW 全 存在 未 检验 关联 边 的 顶点 子 集 ， 
ji) = 全 上 根 到 顶点 :的 距离 ,i 六 7) ， 
让 碍 下 (7)， 
在 开始 ,TW = 11)51) 一 0) 一 一 1,2 扫 1 祥和 
第 1 步 ” 著 TW = 名 ,终止 ,否则 到 队 头 i EE TW， 
第 2 步 ”检验 与 顶点 i 关联 的 每 一 条 边 . 车 五. = 0, 则 令 TW = TWA{iD, 转 第 1 步 . 否 
则 了 到顶 点 i 的 一 条 关联 边 (i, 让 . 
第 3 步 ”著作 = 一 1, 转 第 4 步 .否则 输出 基本 圈 ， 
i pl, POP), 00, pOD, j,i 
转 第 5 步 . 
第 4 步 “” 令 ?一 了 十 全 站 ,了 入 队列 TH， 
2 一 i = + 
第 5 步 ” 删 去 边 G, 四 ,时 在 五 中 邻 


转 第 2 步 ， 
143 


注 算法 6,10 是 以 4 连通 为 条 件 的 . 在 一 和 朋 情 形 ( 即 无论 4 是 否 连 遂 ) 可 作 如 下 修 
改 ， 
在 第 1 步 , 当 TW 一 好 时 ,不 是 终止 而 是 问 是 下 有 > EVCGO) Wcr) 一 一 1 若 有 ,继续 选 
代 , 否 则 终止 , 在 终止 时 得 到 各 连通 支 的 基本 图 . 
例 6.11 求 图 6. 1(6) 的 图 5 的 基本 图 . 
由 算法 6. 10, 所 产生 的 广度 优先 生成 树 如 图 6, 5. 
第 1 个 基本 图 的 产生 在 虚 边 (4,5) ,分 别 从 端点 4,5 赣 向 这 踪 , 他 们 的 第 一 个 公共 前 
代 顶 点 是 顶点 2, 故 得 基本 力 
[4 ,2,5]. 
第 2 个 基本 圈 , 分 别人 只 碟 边 (7 ,8) 的 端点 7,8 省 向 追踪 ,第 一 个 公共 前 代 巴 点 是 顶点 
3, 故 得 基本 较 
[7.3,6,8]., 
第 3 个 基本 图 ,分 别 从 中 边 (9,10) 的 端点 9,10 逆 启 追踪 ,第 一 个 公共 前 代 顶 点 是 顶 
点 3, 故 得 基本 圈 
[9,8,10]. 


§ 6.9 “ 求 有 向 图 


设 @6 是 人 amw) 有 砚 图 , 不妨 设 6 连通 ,否则 可 在 各 连通 支 进 行 . 其 次 ,可 设 @ 没有 出 度 
或 人 度 为 零 的 而 点 ,因为 这 样 的 顶点 不 可 能 在 任何 有 向 国 上 ， 

设 图 6 的 顶点 编号 为 1,2,…,n. 今 从 顶点 开始 搜索 有 向 路 P= (py tp :8s) ,直到 
?不 能 再 延伸 ,这 时 , 若 有 边 (m,p), 则 得 一 有 向 加 [mm spe, ;各 ] ,否则 , 按 深 度 优先 搜索 的 
原则 ,退回 到 顶点 m-， :看 能 否 从 -| 说 另外 的 边 理 把 有 向 路 {p11，… + P17 延伸 . 由 此 , 当 退 
回 到 顶点 加 时 ,从 出 发 的 所 有 有 向 路 都 检验 了 ,并 相应 得 到 了 有 向 较 . 然后 从 下 一 个 顶 
点 开始 ,重复 上 述 过 程 , 直 副 求 出 所 有 有 向 圈 . 在 这 一 过 程 中 应 注意 下 列 三 点 . 

1， 为 使 从 出 发 的 搜索 得 到 含 p 的 有 向 图 (如 果 存 在 ) ,在 有 向 路 的 延 促 中 不 能 到 达 
已 经 到 达 过 的 顶点 ， 

2. 应 当 避 免 有 9g 个 顶点 的 有 向 图 产生 4 次 一 一 分 别 从 每 个 顶点 出 发 各 得 一 个 有 向 
图 . 设 m 是 初始 顶点 , 则 只 要 在 有 向 路 的 延伸 中 不 出 现 ; 委 m 的 顶点 ;就 可 办 到 . 换言之 ， 
所 产生 的 有 向 芒 其 初始 顶点 的 编号 是 最 小 的 ,这 样 就 能 保证 有 向 圈 只 产生 一 次 . 

3， 在 有 向 路 的 延 促 中 ,同一 条 路 不 能 使 用 多 于 一 次 , 为 此 设计 一 个 x X 禁止 矩阵 
= rs 
站 ,禁止 反 顶 点 ;到 小 
“15, 否则 . : 
在 开始 时 ,XX 二 0, 当 从 为 退回 到 -时 , 则 禁止 从 顶点 na 到 加 , 即 令 .二 1 

上 述 步 张 可 在 邻接 矩阵 上 实现 . 


Tj 


算法 6. 11 求 有 向 圈 的 深度 优先 搜索 法 
设 如 是 连通 人 em) 有 向 图 ,FF 一 {1,2,……,w}, 太 是 邻接 算 阵 ,P 是 阶 的 一 维 数组 ， 
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P= prperrrp0, 0), 
| 表示 在 搜索 过 保 中 当前 有 向 路 ,其 起 点 为 m ,终点 为 mr, 在 开始 ， 
P= (0,0.0,0), += 1, 二 . 
第 1 机 天 = 0 
第 2 于 i= 十 1. 
第 3 还 车 i 六 ny 转 第 8 步 . 
第 4 步 《” 若 没有 迎 人 mm 即 玉 [5, 司 一 0, 转 第 7 还 ， 
第 5 沙 ”车 顶 点 i 在 PP 上 , 转 第 ? 步 . 
第 6 步 ” 若 禁止 从 顶点 关 到 ; 即 XLm 说 一 1, 转 第 7 步 .否则 令 
二 一 二 十 1， 总 一 让 
转 第 2 步 ， 
第 7 步 令 i=i 十 1, 转 第 3 步 ， 
第 8 步 ”车 有 边 (p,81) 即 HEpsp1] = 1, 则 输出 有 向 圈 
Lp ma Pi). 


Po 二 


转 第 !1 市 ， 
第 10 步 令 
有 [hs ,站 一 Dj 一 jw 
KX[p 1 ,pj 一 li 二 0 上 k= 一 1]， 
转 第 2 步 . 


第 11 步 ”车 思 六 如 停 ， 
车 pp 二 4, 转 第 8 步 ， 
若 mm 之 4, 转 第 1 上 厄 ， 
例 5.12 求 图 6.7 的 有 向 图 的 有 向 圈 - 


图 7 
利用 算法 6. 1 其 选 代 过 程 如 表 6.3 ~ 表 6.7, 由 此 得 图 6.7 的 5 个 有 向 习 ， 


DDaDAladl UaDevater Delabslar babsbas da 
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表 6.3 从 项 点 1 开始 搜索 
pi Fe py Pe Fs 记录 图 和 z; 


圈 [1.2.4.3], 令 hs 一 1 


会 z 一 1 


令 == rm = 1 


令 if 一 


囊 6.4 从 项 点 2 开始 搜索 ~ 


图 [2.4,3]. 令 记 ; 二 1 


图 [2,4,634, 令 js 1 


令 嫩 一 zz 一 TI 一 2 一 26 一 0z 一 1] 


回 [2,5] , 令 zs 一 二 


囊 人 5 从 项 点 3 开始 搜索 ， 


ppm ps 记录 图 和 雯 


36000 留 [3] 


表 6.6 从 项 点 4 开始 搜索 
Bl Fp py a Ps 记录 图 相 了 


4 5 0 0 0| 令 zz 二 1 
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站 6.7 从 项 点 5 开始 搜索 


Bi .gz pa ph ps 记录 图 和 好 
5 0 0 0 vu 


$ 6. 10 ”可 分 性 算法 

车 图 8 有 环 或 平行 边 , 则 可 去 掉 而 不 影响 可 分 性 . 若 图 2 不 连通 , 则 可 对 各 连通 支 分 
别 进行 讨论 . 车 6 有 最 点 ,除开 具有 一 条 边 的 图 ,与 上 赤 点 相 邻 的 顶点 必 为 分 离 点 , 因此 ,为 
简单 计 且 不 兴 一 般 性 ,可 假定 图 6 是 简单 连通 图 且 没 有 最 点 . 

可 分 性 算法 是 和 蕴 攻 定理 2. 10 的 一 个 结果 :图 8 的 两 条 边 在 同一 个 块 中 , 当 且 仅 当 该 
两 边 在 同一 个 圈 上 . 

引 理 5.1 图 4G 的 两 个 基本 圈 的 非 空 交 是 一 条 路 (习题 6. 24)， 

引 理 6.2 设 0 与 C0; 是 两 个 不 同 的 基本 圈 且 

el E EC(OCON\ECO), es € ECCINECO), 

是 Ci 与 的 公共 边 , 则 必 有 围 傅 ei 与 ea( 习 题 6. 25)， 


算法 6.12 可 分 性 的 基本 圈 标 号 法 

设 (r,m) 图 6 是 简单 连通 图 且 没 有 匡 点 . 

第 1 步 二 1, 产生 第 一 个 基本 图 0,0, 的 边 都 标 2. 

第 2 步 落下 一 而 一 4 十 1, 停 . 否则 令 上 一 大 十 1， 

第 3 步 ”产生 第 上 个 基本 峰 C ,并且 

(1) 车 包 的 边 都 未 标号 时 , 设 妃 -的 边 的 最 大 标号 是 二 则 马 的 边 都 标 ! 十 1， 
转 第 2 步 ， 
(2) 者 0G 的 边 有 标号 的 ,其 标号 为 
i 

则 图 6 的 所 有 标号 为 ,ie，*… ,i 的 边 都 叹 慰 号 为 记 ,0; 的 未 款 号 的 边 也 都 标志 , 转 第 2 步 . 

引 理 6.3 当 算 法 6. 12 终止 时 , 任 二 边 有 相同 标号 , 当 且 仅 当 该 二 边 在 同一 个 园 上 上 
《不 必 是 基本 圈 )( 习题 6. 26). 

出 定理 2. 10 儿 引 理 6.3, 具 有 同一 标号 的 边 构 成 图 0 的 一 个 块 . 于 是 最 终 得 到 多 少 个 
不 同 标 号 ,图 6 就 有 和 多少 个 块 ( 不 包括 桥 ). 

引 1 虽 6.4 顶点 + 是 分 离 点 , 当 且 仅 当 与 关联 的 边 至 少 有 两 个 不 同 的 标号 (习题 
6. 27). 

引 理 6.5 没有 得 到 标号 的 边 是 恬 ( 习题 6. 28)， 

例 6.13 判定 图 6. 1(ca) 的 图 8 的 可 分 性 , 

由 例 6. 11， 圈 [4,2,5] 的 边 都 标 2; 

医 [7,3,6,8] 的 边 都 慰 3; 
图 [9,8,10] 的 边 都 标 4 

没有 标号 的 边 ( ,2) 与 (1,3) 是 图 6 的 两 座 桥 . 于 是 图 上 有 4 个 分 离 点 ,5 个 块 , 如 图 6. 8. 
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习 题 六 
6.1 对 图 6.9 的 无 向 图 6, 分 别 用 边 目 录 法 ,二 数组 法 和 后 继 表 法 存 贮 ， 


3 


图 6.9 {YY 6. 10 

6.2 对 图 6, 10 的 有 向 图 6 分别 用 过 目录 法 ,二 数组 法 和 后 继 表 法 存 巡 ， 

6,3 震 在 计算 机 中 存 迪 了 图 6 的 关联 邱 阵 , 如 何 转化 为 邻接 怎 阵 , 边 有 目录, 二 数组 与 
后 继 表 的 存 叶 ? 试 分 别 就 无 向 图 与 有 向 图 进行 讨论 . 

6.4 输入 图 的 邻接 矩阵 ,如 何 转化 为 关联 和 矩阵, 边 目 录 , 二 数组 与 后 继 表 的 输入 ? 试 
分 别 就 无 向 图 与 有 向 图 进行 讨论 ， 

6.5 用 二 数组 输入 图 8, 如 何 转 化 为 关联 答 阵 ,邻接 矩阵 , 边 自 录 与 后 继 表 输入 ,分 
别 讨论 无 向 图 与 有 向 图 的 情形 ， 

6.6 图 6 的 后继 表 与 边 目录 如 何 互相 转换 ,分 别 讨论 有 向 图 与 无 向 图 的 情形 . 

6.7 用 算法 6. 1 遍历 图 6. 9 的 无 向 图 . 

6.8 用 算法 6. 1 遍历 图 6.10 的 有 向 图 . 

6.9 用 算法 6.2 杭 历 图 6.3 约 无 向 图 . 

6.10 用 算法 .2 裔 历 图 6.10 的 有 向 图 . 

6. 1 用 算法 6.3 求 图 6 的 连通 性 ,已 知 图 4 的 邻接 矩阵 是 
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00010100 1 

了 0000000000 
0000001 10 

100101000 

H=|0 00000 100 
100100081 

0010 100 10 

001000 100 

:0606001000 

6.12 用 算法 6.5 求 阿 6.11 的 有 向 图 的 强 连 天性 . 


图 5.11 图 5.12 
6.13 如 图 6.12, 用 算法 6.6 求 生成 林 . 
6. 14 ” 设 图 GG 的 后 继 表 如 下 ,试用 算法 6.7 求 深度 优先 生成 树 . 


1; 2,6,11 9; 6.7,8,10 
2: 1,3,4 10, 6,8,9 

3, 2,4,5 11: 1,12,14 

4: 2,3,5 12: i1,13,14,15 
5, 3,4 13, 12,15 

G6: 1,7,9,10 14: 11,12,15 
7, 6,8,9 15; 12,13,14 
8: 7,9,10 


6,15 ” 设 图 GG 的 后 继 表 如 习题 6. 14, 试 用 算法 
6.8 求 广度 优先 生成 树 ， 

6. 16 ”用 二 数组 法 存 凡 图 G,e 是 6 的 括 , 试 用 
二 数组 法 存 凡 6 ，。. 

6,17 ”如 图 6. 13, 用 算法 6.9 求 图 的 全 部 生成 
树 . 


6.18 ”对 图 6.13 的 网 G, 写 出 基本 关联 短 阵 ， 
然后 求 出 基本 阅 逢 阵 ,再 由 此 写 出 基本 图 . 国 8 3 
6.19 对 图 6.13 的 图 0, 由 算法 6.10 求 基本 图 . 
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6.20 ”用 算法 6.4 求 图 2. 14 的 有 向 图 的 可 达 矩 阵 ， 
6.21 算法 6.4 对 无 向 图 是 否 适 用 ? 试 求 图 6. 12 的 无 向 图 的 可 达 惩 阵 ， 
6.22 ”给 出 图 的 邻接 卸 阵 


二 古人 
一 


0 
1 
0 
0 
1 
0 


一 
二 
一 


试用 算法 6. 11 求 所 有 有 向 圈 ， 

` 23 ”利用 次 度 优 先生 成 树 如 何 求 有 向 隅 ? 

(1) 给 出 计算 步骤 ; 

《27 由 (1) 的 算法 重 求 习题 6. 22 图 G 的 有 向 圈 ， 


3 


6.24 证 明 引 理 6 1. 

6,25 证 明 引 理 6. 2， 

6.26 证 明 引 理 6. 3. 

6,27 ”证明 引 理 6. 4， 

6.28 证 明 引 理 6. 5. 

6, 29 ”给 定 连通 图 的 邻接 和 矩阵 
01l110000 
LEL00100000 
1001100000 
|! 1110 10000 

H=i0 6010 100 1|, 
0000 10 1 11 
0000 10 £0 
00001 101 
00000 1 101 


试用 算法 6. 12 求 图 的 可 分 性 . 
6.30 设 了 是 连通 图 6 的 少 度 优先 生成 树 , 则 顶点 是 分 离 点 的 充 要 条 件 是 下 列 条 件 
之 一 成 并 | 
C1) ?是 根 且 有 一 个 以 上 子 顶 点 ， 


边 。 
6,31 设 7 了 是 连通 图 6 的 深度 优先 生成 树 , 每 个 顶点 i 有 一 个 ! 标 导 ; 


i) 合 顶点 半生 长 到 他 的 顺序 号 ， 
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心 


rt = min {ftw), {ww)|w 是 bz 的 前 代 顶 点 , 且 存 在 
从 vv 或 # 的 后 代 顶 点 到 的 返回 边 )), 
试 证 预 点 ”是 分 离 点 的 充 要 条 件 是 存在 "的 子 顶 点 zx 使 - 
Lu) TD) 
6. 32 《1) 对 习题 6. 14 中 所 求 出 的 主 度 优先 生成 树 ,出 上 标号 求 出 > 标号 1 
《2) 由 《1) 的 结果 求 图 如 的 分 离 点 , 括 和 块 ， 
6, 33 ” 试 给 出 由 深度 优先 搜索 树 求 图 的 可 分 性 的 算法 ， 
6. 34 ” 试 给 出 由 深度 优先 搜索 树 求 图 的 强 连 通 性 的 算法 ， 
6.35 ”用 习题 6. 34 的 算法 重 解 例 6, 7， 


第 七 章 ”图 论 模 型 


$7.1 区 拉 图 


在 第 一 章 已 经 指出 ,用 图 论 方法 建立 的 第 一 个 模型 就 是 七 桥 问题 . 七 桥 问 题 的 解决 是 
非常 完满 的 ， 

定义 7.1 包 会 图 6 的 所 有 边 的 迹 称 为 欧 拉 迹 , 包 含 图 CG 的 所 有 边 的 闭 迹 称 为 欧 拉 闭 
迹 . 假定 图 没有 孤立 点 , 若 8 含有 欧 拉 闭 迹 , 则 称 4 是 欧 拉 图 . 

定理 7,1 图 2 是 欧 拉 图 的 充 要 条 件 是 ,连通 且 没 有 奇 顶点 ， 

证 “” 必 轩 性 是 明显 的 , 今 证 充分 性 . 任 取 加 EFG) ,从 相沿 如 的 没有 经 过 的 边 戎 行 ， 
由 于 顶点 度 是 偶数 , 故 途 经 之 顶点 能 进 则 能 出 , 再 由 有 限 性 ,旅行 必 终 止 于 出 发 点 w; 因 而 
得 一 闭 迹 , 设 C 是 边 数 最 多 的 闭 迹 . 若 C 不 是 欧 拉 圈 , 则 BC)NBCc) 天 好, 由 连通 性 ,存在 
wn EE VC), 


deluo) > de (un), 

现 从 ww 出 发 沿 & 一 C 的 边 旅 行 ,同样 旅行 终止 于 出 发 点 ww 得 一 闭 迹 C'. 今 从 如 出 发 沿 C 到 
达 册 :有 沿 加 到 ww ;最 后 由 C 回 到 mw, 出 此 所 得 闭 迹 其 边 数 多 于 C 的 边 数 , 巴 盾 . 证 毕 . 

从 定理 7, 1 可 导出 关于 一 笔画 的 有 趣 结 果 . 一 个 图 可 以 一 笔画 是 指 从 图 的 某 个 顶点 
出 发 ,经 每 荣 边 恰好 一 次 ,最 后 终止 在 出 发 点 或 另 一 个 顶点 , 即 该 图 可 以 一 笔画 成 ， 

推论 7.2 一 个 图 能 一 笔画 成 的 充 要 条 件 基 ,6 连通 且 麻 顶点 数 为 4 或 2 习题 7. 1 

例 7.1 图 7. 1(g) 连通 ,没有 奇 顶点 , 故 是 欧 拉 图 .图 7?, 104) 与 te) 连通 ,有 两 个 奇 顶 
点 , 故 不 是 欧 拉 图 ,但 能 一 笔画 .图 7. 1(d) 有 4 个 奇 预 点 , 故 不 是 欧 拉 图 ,也 不 能 一 笔画 . 


曲轴 中 让 


加 ?7.1 
定理 7, 1 指出 ,七 妖 间 题 的 答案 是 否定 的 ,好 图 上 2 的 图 不 是 欧 拉 图 . 哥 尼 斯 保 的 人 
要 把 七 座 桥 恰好 经 过 一 次 的 环 城 游览 是 不 可 能 的 ， 
定理 7.1 告诉 我 们 ,判断 一 个 图 是 否 欧 拉 图 或 者 是 否 可 以 一 笔画 都 是 容易 的 , 但 如 何 
能 实现 一 笔画 ?注意 到 定理 7. 1 的 证 明 是 构造 性 的 ,证 明 的 方法 一 一 逐步 扩大 闭 这 直至 得 
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到 欧 拉 闭 迹 一 一 就 是 实现 的 步骤 . 由 此 即 得 如 下 算法 ， 


算法 7.1 一 笔画 算法 

设 8 二 [(V ,8) 蚌 连通 tx,m) 图 ,用 4 秋分 别 表示 一 笔画 的 起 点 和 终点 . 若 有 二 个 奇 顶 
点 ,出 可 从 ea 到 一 笔画 . 若 没 有 奇 硕 点 , 令 4 = 2 则 可 关上 到 a 一 笔画 

以 cm 十 1) 维 有 序 表 性 *) 表 示 欧 拉 迹 . iw) 表示 紧 接 边 x 进入 欧 拉 迹 的 边 .iim 十 1) 天 
示 欧 拉 迹 上 进入 的 第 1 条 边 ,i(w) 一 一 1 表示 边 # 是 最 后 进入 欧 拉 迹 的 边 . 

r(D 二 4 表示 边 4 是 欧 拉 迹 上 最 后 到 达 顶 点 i 的 边 ,i = 1,2，* 

六 (OD 由 示 顶 点 i 的 关联 边 集 .着 w-E 六 OD, 则 工 (x) 一 家 未 边 6 的 办 端点 是 顶点 二 
广 G3) 所 会 边 的 数目 用 双 芒 表示， 

开始 ” 没 8 沁 后 了 是 欧 拉 迹 的 端点 (对 欧 拉 闭 迹 ,a = 六， 

人 一 0 一 上 :2 有 十 | 
?li) 一 0 一 1.2 和 7Tfal 一 交 十 1 


二 也 十 1, 如 二 一 |. 
二 0 (表示 进入 欧 拉 迹 的 边 数 》, 
i 二 ana:t= 6b, 


第 1 步 ” 和 车 AD 一 0, 转 第 5 步 . 
第 2 步 ” 设 e 是 六 (Qi) 的 第 所) 条 边 , 令 
ht 二 DCO—1, 
若 e 二 WW 或 i{e) 关 0, 转 第 1 档 . 
第 3 步 于 一 工 (e) 是 边 e 的 另 一 端点 , 令 
rt = e, tn) = 0, 
上 一 天 十 【一 小 
若 守 一 缚 转 第 4 步 , 和 否则 令 x 二。 转 第 1 档 . 
第 4 步 ” 邻 i 必 e) 二 ww 车 上 二, 由 必 *) 得 欧 拉 迹 , 停 . 
第 5 步 ”选择 质点 。b 使 
Ap 天 0 日 ro 天 0 


do 二 Fi), t= {0), 
转 第 ] 档 . 
例 7.2 图 7.2 的 图 6 其 顶点 度 都 是 候 数 ， 

故 图 8 是 欧 拉 图 ,试用 算法 7, | 求 欧 拉 闭 迹 ， 

NU) = {esr}, 

NCA2) = {ejres vets}, 

NOC3) = {esrey resses}, 

NCO) = {erres er srl}, 

ND) = {rs 


3 #7 sil ,B12 ' 
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Nt6) = {es es， NC7) 一 {ep re re rels}s NC(8) = ei p13}. 
选 ; 二 v 开始 ,由 算法 7. 1, 得 
re.6,4,7,8,11 ,13). 
i= (18,1,.6,.4,3,5,9,13.7,10,11,12,2), 
于 是 欧 拉 闭 迹 是 


[es Ord ap sl OS ro DE + OS ;C1 


$ 7.2 计算 机 鼓 轮 设计 


例 7.3 计算 机 旋转 鼓 轮 的 位 置 是 借助 于 鼓 轮 表 面 上 的 一 系列 电 触 点 所 产生 的 二 元 
信号 来 识别 的 . 就 轮 的 表面 分 成 2 个 扇形 . 每 个 部 分 由 绝缘 体 或 导体 组 成 , 绝 殉 体 部 分 给 
出 信和 号 "0 没有 电流 ), 导 体 部 分 给 出 信号 "1"( 有 电 芒 ), 如 图 7. 3 中 鼓 轮 的 位 置 由 四 个 触 
点 给 出 的 读数 是 “0010” 车 鼓 轮 按 硕 时 针 方 向 旋转 一 个 扇形 部 分 , 则 触 点 的 读数 成 为 
“1001” 这 两 个 位 置 的 读数 是 不 同 的 , 因 面 能 够 区 别 开 来 . 再 继续 旋转 二 个 扇形 部 分 ,其 读 
数 是 "0010”, 这 与 初始 位 置 的 读数 相同 , 故 无 法 区 分 . 这 就 产生 一 个 问题 ,就 轮 上 的 2 个 
询 形 部 分 如 何 安排 导体 与 绝缘 体 , 使 相继 位 于 鼓 轮 周围 的 上 个 触 点 能 够 区 分 葡 轮 的 不 同 
位 置 , 并 有 卫 希 望 数 站 尽 可 能 地 小 


触 点 


图 7.3 计算 机 玄 轮 (x == 机 
首先 注意 ,* 个 甬 点 产生 上 位 数字 的 二 进 数 ,一 共产 生 2: 个 这 样 的 数 . 要 区 别 就 轮 的 2 
个 位 置 ,必需 使 触 点 所 产生 的 二 进 数 个 数 满足 


2 (7.1) 
引 理 ?.3 区 分 ?个 位 置 的 最 小 甬 点 数 为 x. 
证 ”由 式 (7. 1),# 这 x. 下面 证 明 上 二 ,为 此 定义 一 个 有 疝 图 D:D 的 顶点 是 (x 一 1) 
位 数字 的 二 进 数 pip2*…'p-1; 其 中 p= 二 0 或 1. 存在 一 条 边 其 尼 和 头 分 别 是 | 
用 1 了 2" 名 一 1 可 di 
当 和 且 仪 当 
Pri 二 hr [Ri 2 (7. 2) 
换言之 ,及 的 边 都 具有 形式 
| {Pipa'™ Peis papa p.), (7. 3) 
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并 给 形 如 式 (7. 3) 的 边 以 标号 mpa…B。 
{1) D, 是 连通 的 ， 任 二 顶点 着 | 和 的 一 1 本 1 全 2” 本 一 上 都 有 边 序 列 
《Pa 了 -pa pei) 
《玉生 
Cpr a 1) 
相连 适 . 
和 “pp-1 恰 有 两 个 父 顶点 ; 
Dp pa ps 与 1 pi1pa*** 
也 恰 有 两 个 子 顶 点 ; 
加 pv 与 Peps p, 11. 
由 习题 7. 3,D, 有 有 向 欧 拉 闭 迹 . 把 这 个 有 向 欧 拉 闭 迹 看 作 DD, 的 2 条 边 的 边 序 列 , 边 序列 
标号 的 第 一 位 数字 正好 构成 一 个 长 为 2 的 二 元 序列 符合 鼓 轮 表面 的 设计 要 求 . 证 毕 , 


算法 7.2 计算 机 鼓 轮 设 计 的 算法 

第 1 步 ” 作 有 向 图 记 .. 

第 2 步 ” 求 的 有 向 欧 拉 团 迹 . 
、 第 3 步 ”有 向 欧 拉 闭 迹 的 边 序列 标号 的 第 一 位 数字 产生 一 个 长 为 和 的 二 元 序列 作 
为 鼓 轮 表面 的 设计 ， ， 

例 7.4 当 # = 4, 由 16 个 甩 形 部 分 组 成 
的 计算 机 喜 轮 ,相应 的 有 向 图 D, 如 图 7. 4. 在 
中 有 有 向 歇 拉 闭 迹 


[e, Aaredreg to els set :ear 


Esp El 5 ep] 
相应 边 序列 标号 如 表 7.1. 
囊 7.1 


图 7.4 有 向 加 闻 , 


从 表 7. 1 的 边 序列 标号 中 取 第 一 位 数字 ,得 16 位 数字 的 二 元 序列 
O00011 L100101101, C7. 4) 
按 二 元 序列 (7, 4) 设计 的 计算 机 鼓 轮 如 图 7. 5, 其 实 , 由 表 7. 1, 取 边 序列 这 号 的 第 二 或 第 
三 或 第 四 位 数字 所 得 二 元 序列 来 设计 计算 矶 鼓 轮 也 都 是 一 伴 的 . 


和 触 点 


图 ?.5 计算 机 鼓 轮 设计 ta 一 直 
37.3 道路 单行 化 问题 

例 7,5 ”为 改善 城市 街道 交通 拥塞 ,市 政 部 门 提 出 把 双向 行驶 的 街道 改 为 单行 道 . 问 
题 是 在 改 为 单行 道 后 能 咨 保证 佳 意 两 个 街 口 能 沿 单行 道 百 达 ? 这 就 是 道路 单行 化 问题 . 

如 果 把 街道 口 作为 顶点 ,街道 作为 边 , 则 城市 街道 系统 就 对 应 一 个 无 向 图 , 改 为 单行 
道 相 当 于 在 这 个 无 向 图 中 给 每 条 边 一 个 方向 ,由 此 得 到 该 无 向 图 的 定向 图 . 道路 单行 化 回 
题 用 图 论 的 观点 来 说 ,就 是 一 个 连通 图 的 定向 图 如 何 能 保证 是 强 连 通 的 ? 

例 7.6 考查 图 7.6ke) 与 (4) 的 两 个 道路 图 .图 局 的 任何 定向 圆 都 不 可 能 是 强 连 通 
的 , 国 为 所 有 桥 . G2 的 定向 图 可 以 是 强 连 通 的 ,如 者 7.6cc) 的 定向 图 ,因为 6G 没有 恬 . 


1 


{a] “ fb 1) 
图 7.8 人 图 (ey 6 的 定向 图 
例 ?7.6 具有 一 般 意义 , 即 定理 7.4. 
定理 7.4 图 6 一 (F,B) 有 定向 图 基 强 连通 的 , 当 且 仅 当 6 连通 且 没 有 桥 . 
证 ”必要 性 是 明显 的 , 今 证 充分 性 , 任 取 一 边 co, 因 为 6 没有 桥 , 由 定理 2.7,e, 在 某 个 
图 上 .给 此 圈定 向 成 为 一 个 有 向 圈 , 则 定向 后 的 较 是 束 连 通 的 , 今 设 上 是 9 的 于 图 , 且 过 的 
过 已 定向 使 了 成 为 强 连 通 的 , 如 加 不 是 6 的 生成 子 图 , 则 有 的 顶点 不 在 二 中, 芍 由 人 6 
的 连通 性 ,存在 5 的 边 e = Cz,y) 满足 
eeE EEAH), EVOD, y ECH), 
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如 图 7, 7(a). 同样 由 定理 2.7 知 , 边 e 在 某 个 图 CC 上 . 今 从 顶点 经 边 e 到 顶点 y 再 继续 沿 


C 旅行 ,到 达 五 的 第 一 个 公共 顶点 设 为 ,如 图 7. 了 (4). 
| x My x 2 x » 
CD @ 
fa ib) . 1) 
[好 7 


过 

对 和 和 作 如 下 定向 :从 z 洛 到 六 再 沿 2 到 二 最 后 回 到 二 对 此 定向 可 证 瑟 UCe 是 强 连 
通 的 , 事实 上 ,对 五 中 任 一 顶点 5, 国 为 开 强 连通 ,所 以 在 五 中 有 ws 有 向 路 P, 也 有 w-x 有 
向 路 .于 是 x 与 CC 上任 一 顶点 吕 都 能 互 达 , 恕 图 7.7(). 

如 果 羡 UeC 仍 不 是 6 的 生成 子 图 ,可 重复 上 述 步 又. 在 有 限 步 之 后 必得 6G 的 生成 子 图 ， 
其 定向 图 是 强 连 通 的 - 此 时 ,车 图 56 还 有 边 未 定向 , 则 可 企 意 定向 . 至 此 ,已 得 6 的 定向 图 
是 强 连 通 的 。 证 毕 ， 

从 定理 7. 4 的 证 明 便 得 到 道路 单行 化 的 算法 . 


算法 7.3 道路 系统 单行 化 的 算法 
设 道路 系统 相应 的 图 6 是 连通 的 ， 
第 1 步 由 可 分 性 算法 把 图 6 分 为 块 ,并 标 出 恬 相 不 是 拆 的 块 ， 
第 2 步 ”对 8 的 桥 都 用 两 条 方向 相 及 的 边 代 特 ，. 
第 3 步 ”对 不 是 桥 的 块 , 按 定 理 7. 4 的 证 明 中 的 方法 , 求 出 生成 子 图 其 定向 图 是 强 连 
通 的 ， 
* 第 4 步 ” 关 6 还 有 边 没有 定向 , 则 任意 定向 ,终止 . 


$7.4 储存 问题 


例 7.7 一 家 公司 制造 4 种 化 学 制品 4 ,4 ，… 生 ,其 中 有 些 化 学 制品 车 放 在 一 汽 则 
可 能 发 生 和 危险, 如 引起 爆炸 或 产生 毒气 等 , 称 这 样 的 化 学 制品 是 不 相 容 的 . 为 安全 和 起见, 在 
储存 这 些 化 党 制品 时 ,不 相 容 的 不 能 放 在 同一 尘 存 室内 , 周至 少 要 多 少 个 储存 室 才 能 在 放 
这 + 种 化 学 制品 ? 

今 作 图 6,x 种 化 学 制品 相应 于 # 个 顶点 如 yw20* sw 顶点 与 5 相 邻 , 当 且 仅 当 化 学 
制品 杰 与 圳 不 相 容 . 若 给 名 如 的 顶点 着 色 ,使 任意 相 邻 二 顶点 有 不 同 的 颜色 , 则 化 学 制品 
能 放 在 一 个 符 存 室 的 充 要 条 件 是 相应 的 顶点 着 间 一 种 颜色 , 换言之 ,需要 多 少 储 存 室 存 放 
化 学 制品 的 问题 就 是 需要 多 少 种 颜色 给 图 4 的 顶点 着 色 的 局 题 . 于 是 赃 友 问题 就 转化 为 
求 图 6 的 色 数 问题 ， 

定理 7.5 设 上 一 (4P ,BoEF 不 相 邻 , 则 
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X{0) = min {XO ) XtG2)}, 《7. 5) 
其 中 如 会 GG 十 (pos 是 4 融合 顶点 4 与 5 的 图 ， 
证 ” 设 用 XO) 种 颜色 给 3 的 顶点 着 色 ,使 和 的 相 邻 顶点 有 不 同 颜色 , 此 时 若 * 与” 同 
色 , 则 @ 的 相 邻 顶点 有 不 同 颜色 , 故 


XO) (64). {7.6) 
车 4 与 » 不 同色 , 则 6, 的 相 邻 顶点 有 不 同 颜色 , 故 
XO) 六 XH), (7.7) 
由 式 (7,6) 与 式 (7.7) 得 
XO) 六 min {XG YO)). (7. 8) 
另 一 方面 由 色 数 的 定义 喜 接 得 到 
YO0) SE XO ), (7.9) 
OY 二 Yes)， 《7。107 
由 式 (7. 9) 与 式 (7, 10) 得 
x(0) SS min {COD Ca) C7, 11 


由 式 (7, 8) 与 式 (7, 11) 即 得 式 (7.5)， 证 毕 . 

利用 式 (7, 5) 可 求 图 CG 的 色 数 , 即 从 0 得 到 图 GL 与 G1; 从 又 可 得 (8 与 (G1)sy 对 GC 
也 可 得 (Gz)1 与 (Gs):; 继 续 这 一 过 程 ,直到 使 所 得 出 的 图 的 任意 两 个 顶点 都 相 令 为止 ,这 
种 效 的 色 数 显然 就 是 图 的 顶点 数 . 

产生 G6 与 01 的 过 程 可 以 在 邻接 矩阵 上 实现 . 

以 上 讨论 可 得 色 数 的 算法 ， 


算法 7.4 求 色 数 的 深度 优先 搜索 法 ， 
设 C 是 tx,m) 加, 如 是 邻接 矩阵 ,3 是 一 个 楼 ,存放 在 各 层 所 生成 的 G4, 开始 为 空 栈 ， 
去 一 所 
第 1 步 ” 在 已 中 若 存 在 ;< 六 向 一 0, 转 第 4 步 ， 
第 ? 步 ” 设 妃 的 行 数 是 ?, 若 7 之 上 令 上 二 7. 
第 3 步 ”车 栈 空 , 停 , 色 数 =, 否则 退 栈 ,令吉 为 从 栈 中 退出 的 也 , 转 第 1 步 . 
第 4 步 ”生成 钙 , 即 下 的 第 了 行 加 到 第 # 行 (还 辑 加 ), 第 j 列 加 到 第 ; 列 ( 逻 辑 加 ) ,并 
在 恕 中 去 掉 第 jy 行 第 ; 列 , 得 到 的 新 的 邻接 矩阵 记 为 Hi 并 入 栈 , 记录 融合 硕 点 ;i 瞩 包含 的 
顶点 . 
第 5 步 ”生成 局 , 即 在 五 中 邻 
- A 二 和 二 | 上， 
转 第 1 步 。 
例 7.8 求 图 7.60) 的 图 的 色 数 ， 
从 图 7. 6(2) 的 图 的 邻接 矩阵 开始 ,先生 成 Ce 的 邻接 矩阵 , 放 在 右边 ,入 栈 ; 再 生成 如 
的 邻接 和 窍 阵 ,并 进行 处 理 . 实 线 箭 头 表 示 这 种 生成 0: 与 如 的 过 程 , 当 6 已 处 理 完毕 , 收 相 
应 的 邻接 矩阵 满足 
ji 一 和 一 
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的 时 候 退 栈 . 虚线 箭头 表示 深度 优先 搜索 对 图 的 邻接 矩阵 处 理 的 顺序 . 打 "* ”的 元 表示 
第 } 步 的 hr, 


0 1 1 1 0 
Mio1l0 1 
+: 11 101 1 
- 
”+ Ii0101 
,” 01110 
# -一 NA 
二 
0 1 1 1 | a 
0 | 0 J 0 1 1 [I 
Ai) LT 
oo "1 i101 
本 
“ “zl01T 0 
Bd 1 1 1 1 0 J 
- 
- 
0 1 1 mAiro 1 1 1 
1:0111 7 1 0 1 站 一 滞 册 ,vs 
1 1011 oll fo 1 1 0 1| -从 
Vr 
1 iio :io 1 017 a 
上 1 1 1 1 1 va 
1 1 110 


由 此 得 图 7. 6(5) 的 色 数 是 3. 即 最 少 要 3 种 颜色 给 顶点 者 色 使 相 邻 顶点 有 不 同 颜色 . 
着 色 的 方法 是 ,融合 顶点 所 包含 的 所 有 顶点 着 同一 颜色 ,不 同 的 融合 从 点 着 不 同 的 颜色 . 
在 这 里 ,人 融 合 硕 点 刀 合 ,vsi 融 合 顶 点 会 燥 ,4;v3 不 是 融合 顶点 , 故 分 别 着 3 种 颜色 的 顶 
点 子 集 是 

{mp}, {verv0), {va}, 

下 面 讨论 由 逻辑 算法 求 色 数 的 方法 . 

定义 7.2 没 G 一 (VV, 如), 若 58S 六 是 独立 集 ( 独 立 集 的 定 六 见习 题 4 26) ,任意 给 六 
增加 一 个 项 点 都 不 再 是 独立 集 , 则 称 3 为 极 大 独立 集 . 若 下 三 7 是 独 库 ,从 任意 去 掉 一 
个 顶点 就 不 再 是 覆盖 , 则 称 丈 为 极 小 履 盖 ， 

引 理 7.8 设 4=(P,B), 则 &3 居 亚 是 极 大 独立 集 的 充 要 条 件 是 ,NS 是 极 小 路 普 ( 习 
题 7. 9 

车 能 找 出 图 6 所 有 极 小 轿 瘟 , 则 由 引 理 7.6, 就 找 出 了 图 的 所 有 概 大 独立 集 , 从 中 选 
出 顶点 数 最 多 的 就 是 最 大 独立 集 , 对 乱 大 独立 集中 所 有 顶点 可 着 同一 种 颜色 , 即 相应 的 化 
学 制品 可 放 在 同一 个 持 存 室 . 如 何 找 出 所 有 极 小 履 盖 ?我 们 有 下 面 的 引 理 ， 

3 还 7.7 设 8== (VV, 有 ), 则 太守 FF 是 极 小 覆盖 的 充 要 条 件 是 ,对 每 个 价 点 v ET, 怡 
有 下 列 两 个 条 件 之 一 成 立 { 习 题 7. 10); 

(1}v€ Kk, 

(2) T'(9) GK. 

引 理 7.7 提出 了 求 极 小 覆盖 的 逻辑 规则 ， 
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对 每 个 顶点 v, 选 择 2 或 选择 的 所 有 相 邻 预 点， 
规则 (7. 12) 是 一 种 逻辑 运算 ; 
选择 或 * 即 逻辑 加 “十 2 
选择 * 与 > 即 逻 辑 乘 “ 如 ”， 
逻辑 加 与 转 辑 有 乘 具 有 下 烈性 质 ， 
引 建 7.8 逻辑 加 与 逻辑 乘 满 足 ( 习 题 7. 11)， 
(1) 结 人 台 律 如 十 四 十 下 一 二 十 (v 十 ww)， 
(Cav ur = ure), 
(2) 交换 律 wu- 一 sz 十 忆 ， 
up -一 Pu: 
{3) 之 等 律 # 十 #1 二 4， 
ud = us 
<4) 吸收 律 ”#4 十 ww 二 上 4， 
ut# 一 
(5) 分 配 律 4 二 am 一 人 十 要 人 十 如) 
dtw 二 8) = dv 二 dit 


以 上 讨论 可 得 求 最 小 覆盖 和 最 大 独立 集 的 方法 . 


算法 7.5 求 最 小 覆 普 的 逮 辑 算法 

设 8 二 (FF ,8) 是 连通 图 . 

第 1 步 ”由 规则 (7. 12) 建立 思 辑 式 ， 

第 2 步 ”由 引 理 7.8 的 逻辑 运算 性 质 化 简 第 上 步 的 渤 辑 式 . 
第 3 步 ”由 第 2 步 直 接 写 出 全 部 极 小 覆盖 , 

第 4 步 ” 极 小 覆盖 中 顶点 教 最少 的 是 最 小 覆盖 ， 


算法 7.6 求 最 大 独立 集 的 逐 辑 算法 

设 G = (FF,8) 是 连通 图 . 

第 1 步 求 出 6 的 全 部 极 小 覆盖 , 

第 2 阔 ”由 引 理 7.6 求 出 8 的 全 部 概 大 独立 集 . 

第 3 步 ” 极 大 独立 集中 顶点 数 最 多 的 是 最 大 独立 集 . 

例 7.9 求 图 7.2 的 最 小 覆 益 和 最 大 独立 集 . 

首先 由 规则 (7. 12) 建立 逻辑 式 ， 
{0 十 vava) Cos 十 vivavive) Co 十 Viva de) Ch 十 ponyvsty) 
(0s + vaviprva) Coe 十 yap) Cpr + vrvsveva) Cs 十 vsvr), 


用 引 理 7. 8 的 运算 性 质 化 简 式 (7. 18) 得 (习题 7. 13)， 


vivaviteteyy 二 bibatavsveve + biboDitevrbe | UbbDvsts va 
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《7, 12) 


C7, 13) 
7, 13)! 
《7。 14) 
C7 14) 
{7.15) 
{7, 15)" 
CY. 16) 
7, 16)! 
《7. 17) 
(7, 17) 


其 中 打 一 撤 与 不 打 一 撤 的 公式 互 为 对 偶 , 即 不 打 一 后 的 公式 中 的 加 与 打 一 撤 的 公式 中 的 
滋 可 以 互 换 , 


《7, 18) 


十 petepibrpe 二 Datspstr 二 Vivavivsteve 十 Vvyb4vs0? (7, 19) 


出 式 (7. 19) 直接 写 出 8 个 家 小 覆盖 ， 


R= {np bs ter V1}, Kz = {yp tsb ru) 
Ks = {v02 V4 be Vr De} 五 一 《aa bartirps der 0) 
Ks 一 {vosvasp dreva}, Ks = {vv dt} 
Kr = {vbr bards Vertde}, Ky = {pv vur ds rp) 
利用 引 理 7. 6 得 到 8 个 航 大 独立 集 : 
S, = fba}s Ss = {p307}, 
Ss = {vv5}s Si Oo= {vivr}, 
Ss = {vvss we}, Ss = {pl D100 ps}+ 
Sr 一 twtr}, Se = {vdervet}s 
国 此 最 小 覆盖 是 Ko, 最 大 独立 集 是 5 
现在 回 到 图 的 色 数 问题 . 


定义 7. 3 设 图 6 的 顶点 分 解 为 世 ,…,V; 每 个 子 集 玉 中 的 顶点 互 不 相 邻 旦 着 同一 种 
颜色 , 则 称 2 有 一 个 上 着色 人 :79 . 若 如 的 上 着 色 满 足 
t1) 瑟 是 2 的 极 大 独立 集 ， 
(2) 是 6 一 VU 人世 UU TF 的 报 大 独立 集 ,i = 2,3, ,8， 
则 称 这 个 着 色 是 典型 * 著 色 . 
引 理 7.9 车 图 如 是 4 可 着 色 的 , 则 CC 有 和 典型 上 着 色 ( 习 题 7. 12). 


算法 7.7 求 色 数 的 逻辑 算法 
设 6 = (V ,5) 是 连通 图 ， 
第 1 步 ” 求 & 的 最 大 独立 集 83,8 的 顶点 着 同一 种 颜色 . 
第 2 步 ” 若 0 一 8 天 抽 , 令 @G 一 0 一 8 转 第 上 步 . 
第 3 步 ”得 2 的 一 个 典型 着 色 , 设 着 色 数 目 为 刀 - 
第 4 步 ”车 在 每 步 所 求 最 大 独立 集 叭 一 , 则 # 为 色 数 ,典型 着色 的 每 个 子 集 着 同一 
种 商 色 . 否则 重复 1 至 3 步 , 求 出 典型 上 着色 的 最 小 的 4, 停 ， 
例 7.10 求 图 7?.2 的 色 数 ， 
在 例 7.9 中 已 求 出 6 的 最 大 独立 集 
Ss = {vrv0ar per ta} 
令 了 二 6,1 的 顶点 着 颜色 1. | 
4 一 太 如 图 7.8(o, 先 求 2 一 六 的 摄 小 桥 盖 ,为 此 按 规 则 (7,. 12) 建立 逻辑 式 ， 
《pa 小 2bsjo 十 va) Cos 十 #20r} Cvr 十 v8), 
化 简 得 wz 十 oz 十 mx, 故 避 一 六 的 报 小 覆盖 是 
五 这 《pa v5} + 五? 一 {2 + 生 ks 一 {varps}s 
相应 得 出 极 大 独立 集 
Si = fosr87}, Se = {arps}, Sa = {pp}, 
他 们 都 是 最 大 独立 集 ， 
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(1) 令 = 854,Fs 的 顶点 着 颜色 2.0 一 (PUT 如 图 7.80) ,显然 有 
7a 一 {v3}, F, 一 {v5}, 
由 此 得 典型 4 着 色 (Vi ,Fa ,rs ,Pi)， 
(2) 令 四 二 SoG 一 (VI WU WI) 如 图 7.8(Ce) ,显然 有 
Wi 二 {Dar D7}, 
由 此 得 典型 3 着 色 (V, ,V4 FSD). 
(3) 令 人 二 S440 一 (VU TP) 如 图 7.8(4) ,显然 有 
Vy= {v3 055}, 
由 此 得 典型 3 着 色 (FP 
比较 上 面 (1),(2) 与 (3) ,得 4 的 色 数 是 3, 分 别 着 不 同 凑 色 的 顶点 子 集 是 


dbprsbor tals {bartr}: {orpsy, 


gy, 


图 7.8 (一 {4) 起 一 《FF 志 Ve) {ey Oo CFL U iy | Co tr rm . 
$7.5 ” 排 课表 问题 


例 7.11 在 一 所 学 校 有 mr 位 教师 ,… 六。 和 # 个 班级 了 ,了 ,已 知 教 师 成 给 班 
级 了 上 wj 课 时 ,要 求 制订 一 张 课表 使 课时 尽量 少 ， 

设 顶 点 集 了 = (XD , 计 二 {gta} 对 应 王位 教师 ,了 一 人 0 y 刀 ) 对 应 4 个 班级 . 
顶点 各 与 连接 着 ww 条 边 , 于 是 得 到 一 个 侦 图 = (XX, 了 ,8), 假设 在 同一 个 课时 ,一 位 教 
师 最 多 上 一 个 班 的 课 , 并 且 ,一 个 班 也 最 多 由 一 位 教师 上 课 , 因 此 在 同一 个 课时 的 教学 时 
间 表 对 应 个 图 G 的 一 个 匹配 , 反之 ,图 4 的 每 个 匹配 都 对 应 在 一 个 课时 教师 上 课 的 一 个 分 
派 ,换言之 , 偶 图 4 的 一 个 匹配 与 课表 的 一 个 课时 正好 一 一 对 应 . 因此 , 排 课表 的 问题 转化 
为 求偶 图 的 匹配 ,而 使 匹配 的 个 数 尽 量 少 . 

定义 7.4 设 2 是 无 环 图 , 若 能 用 * 种 颜色 给 4 的 边 着 色 ,使 相 邻 边 具 有 不 同 颜色 , 则 
称 C 是 上 边 可 着 色 的 ,而 这 样 的 边 着 色 称 为 图 6 的 一 个 正常 4 边 着 色 . 图 (的 正常 * 达 着 色 
的 最 小 值 , 称 为 6 的 边 色 数 ,用 (0) 或 x' 表示 ， 

对 排 课表 问题 现在 可 如 下 考虑 ;每 求 出 6 的 一 个 匹配 ,就 把 匹配 中 的 边 着 同一 种 颜 
色 ,于 是 ,使 匹配 的 个 数 尽量 少 就 是 使 正常 边 着 色 的 颜色 数目 尽量 少 . 换言之 , 排 课表 问题 
就 是 求 相应 侦 图 的 边 鱼 数 的 问题 ， 

定理 7.10 设 G 是 无 环 图 , 则 
FO) J. (7, 20) 
证 因为 相 邻 边 具 有 不 同 颜 色 , 所 以 与 顶点 ov 关联 的 边 必须 着 不 同 颜 色 , 故 式 (7. 20) 
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成 立 . 证 毕 . 

下 面 证 明 , 对 侦 图 式 (7, 20) 取 等 式 . 为 此 先 引 入 如 下 定义 和 引 理 ， 

定义 7.5 用 * 促 颜色 任意 给 图 6G 的 边 着 色 , 称 为 图 0 的 一 个 * 边 善 色 . 与 顶点 ?关联 
的 边关 有 着 颜色 ;的 , 则 称 颜色 i 在 顶点 v 出 现 . 在 顶点 出 现 的 不 同 颜色 的 数目 称 为 顶点 
by 的 色 度 , 记 为 clv), 色 度 之 和 2 eo) 最 大 的 上 边 春 色 称 为 最 优 * 边 着 色 . 


上 3 
引 理 7.11 证 明 ( 习 题 7.18) 
(1) 对 图 4@ 的 任意 + 过 着 色 ， 


en] Eo vy EE VOG). 《7 了. 21 1 
(2) 8 有 一 个 正常 上 边 着 色 的 充 要 条 件 是 

co = dp), bE VG), 《7, 22) 
5l 理 7.12 设 0 连 通 且 不 是 奇 园 , 则 6 有 一 个 2 边 着 色 使 


cf = 2, 当 dy) 守 2， 《7. 23) 
(习题 7. 19)， 

引 | 理 7.13 设 (B 本) 是 图 6 的 一 个 最 优 上 边 着 色 , 若 在 在 6 的 项 点" 和 颜色 ;与 
站 合计 不 在 出现 ,j 至少 在 出 现 两 次 , 则 

OLE, LU E,] 

中 含 的 连通 支 是 奇 圈 (习题 7. 20). 

利用 所 得 之 引 理 可 以 证 明 ,对 干 偶 图 , 式 57, 20) 取 等 号 . 

定理 7.14 设 如 是 偶 图 , 则 六 一 上 册 

证 ” 设 0 是 其 有 沁 4 的 图 , (Bi,…, 刀 ) 是 一 个 最 优 4 边 着 色 , 则 育 在 # € 了 ， 
clu) < de. 由 引 理 7. 13.C 含 奇 因 , 与 6 是 偶 图 相 矛 质证 毕 ， 

没 G 一 (FF,5) 是 偶 图 . 如 果 让 | > 他 | , 则 在 了 中 增加 一 些 孤 立 点 成 为 了 '* 使 
1X| 一 近 * | 所 得 偶 图 为 C 二 (X,Y? 8, 将 天 中 的 最 小 度 顶 点 与 了 中 的 最 小 度 顶 点 连 
一 条 边 ,重复 之 ,直至 得 到 一 个 上 正 刚 偶 图 6 = (7? ,8 出 定理 4.7,0* 有 完美 下 
配 , 设 于 是 C 的 完美 匹配 , 则 0* 一 至 是 (4 一 由 -正则 偶 图 .用 6- 一 好 代 圭 和 ,重复 之 ， 
直至 求 出 0* 的 4 个 进 不 记 的 完美 匹配 . 每 个 完美 匹配 者 一 种 颜色 ,得 G， 的 正常 4 这 着 色 ， 
只 保留 6 的 这 , 则 得 6 的 正常 J 边 着 色 ， 证 些 . 


莫 法 7.8 求偶 图 的 边 色 数 的 算法 
设 6 = (X,Y, 古 是 偶 图 ,1X| 之 17], 在 了 中 增加 (1X| 一 | 了 |) 个 顶点 成 为 了 。 得 偶 图 
O° = X,Y" ,BY, 
第 1 步 .车 4G) 一 606) 今 上 = 上 转 第 3 步 ， 
第 2 步 ” 取 xz*E ,yr EY* 合 干 
do (1) 一 min {do (2) jxt€ | ， 
如 的) = min fdo (ply EY':}, 
令 0 二 0° 十 (zz,y'), 转 第 1 步 ， 
第 3 步 ” 任 取 0 的 一 个 匹配 村 . 
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第 4 步 ” 若 的 顶点 都 是 对 - 饱和 的 , 则 对 是 完美 匹配 , 转 第 & 步 ,和 否则 取 - 非 饱 
相 点 4 所 天, 令 
一 fj 了 了 一 和 
第 5 步 ” 取 ?# 和 7CS)AT， 关 ， 是 jf 下 他 和 点 ， 车 第 7 步 ， 
第 6 步 设 (7yz) 所 村 ; 则 令 
3 一 SU 一 TUT1N， 


转 第 5 步 ， 
第 ?7 步 ”sg-y 路 是 MM- 增 广 路 , 记 为 P, 邻 
M= MBP, 
转 第 4 步 ， 


第 8 步 。” 若 + 一 4, 则 得 0" 的 正常 4 边 着 色 ,只 保留 6 的 边 ,得 G 的 正常 4 边 着 色 ， 

停 ,否则 令 
下 一 大 十 1 一 一 并， 

转 第 3 步 ， 

算法 7.8 实 际 上 就 是 算法 4. 1 中 增加 了 从 6 到 G* 的 算法 . 从 6 到 G* 的 加 边 循环 次 数 
至 多 |X14 次 ,而 算法 4 1 是 多 项 式 算法 , 故 算法 7.8 也 是 多 项 式 算法 - 

至 此 我 们 完全 解决 了 例 7. 上 1 的 排 课表 问题 . 

课时 尽量 少 的 排 课表 的 方法 ， 

G) 作出 排 课表 问题 相应 的 偶 图 0， 

(2) 由 算法 7.8 求 出 5 的 正常 : 边 着 色 ， 

(3) 由 正常 4 边 着 色 得 4 课时 的 课表 即 为 所 求 . 

例 7.11 的 问题 只 有 一 个 要 求 ,课时 尽量 少 . 如 果 再 附加 教室 的 限制 呢 ? 

假设 总 共有 4 节 课 ,安排 在 一 张 有 ww 课时 的 课表 里 , 若 用 {z} 表示 不 小 于 = 的 最 小 束 
数 , 则 每 课时 至 少 要 {4/w) 个 教室 . 下 而 进一步 指出 ,在 一 张 w 课时 的 课表 里 ,总 能 安排 
节 课 ,使 得 在 每 节 课时 内 最 多 占用 {4/w) 个 教室 . 

引 理 7.15 设 必 与 入 是 图 .0 的 两 个 不 相交 匹配 且 |M| > |N|, 则 存在 图 0 的 不 相 
交 匹 配 Mr 与 Nr 使 


1d 一 1 一 |， 
Jj¥| 一 1 十 1， 
MU 一 好 UN 
(习题 7. 26). ， 
定理 7.16 设 G 是 偶 图 ,180)| = hw 这 J, 则 存在 8G 的 ww 个 不 相交 苞 配 My，Mi。 
使 
BO = MU - UM,, (7, 24) 
并 且 对 于 1 所 i 入 ww 有 
[hj] & | SS {ke}. (7, 25) 


证 ”由 定理 ?7.14, 图 8 的 边 可 划分 为 4 个 互 不 相交 的 匹配 条 1 ,… ,MI 套 对 任意 ww 详 
4d, 存 在 ww 个 互 不 相交 的 匹配 其 中 
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村 一休 一 4 十 1 4 十 2，…，i， 
有 一 MUNU…U 有， 
对 于 这 如 个 匹配 中 边 数 相 益 超 过 1 的 任何 两 个 匹配 ,反复 应 用 引 理 7. 15, 最 后 得 到 图 C 的 
w 个 匹配 满足 式 (7. 24) 与 式 (7. 25)， 证 毕 . 
以 上 分 析 可 得 排 课表 的 一 般 步 邓 . 


算法 7.9 排 课表 的 算法 
没有 位 教师 给 = 个 班 授课 ,wy 表示 教师 ,给 班级 了; 授课 m 课时 ,由 此 得 
环 一 《tewjmxuy 
称 为 教学 要 求 矩阵 . 教学 要 求 矩阵 与 俩 图 
= {X.Y,E) 
相对 应 ,区 是 各 位 教师 的 顶点 ,了 是 4 个 班级 的 硕 点 ,X, 与 了 ; 间 有 wy 条 边 . 用 表示 总 课时 


数 , 则 站 一 Du 

第 1 步 ”由 算法 7.8 求 图 0 的 正常 4 边 着 色 , 所 得 J 个 苞 配 好， Ma ,Ms 对 应 一 张 
课时 最 少 , 即 4 课时 的 课表 ， 

第 2 步 ”在 第 1 步 中 所 排 课 表 需 用 教室 间 数 送 {8%/ 直 ,如 有 必要 ,利用 引 理 7, 15, 
调整 到 常用 教室 间 数 正好 等 于 {4/4}. 

第 3 步 如果 限 制 教室 间 数 少 于 {A/d) , 则 由 定理 7. 16, 应 增加 课表 的 课时 数 , 设 教 . 
室 间 数 5 < 全 /4) , 则 所 禹 课时 数 w 是 满足 


上 
训 人 二 1! 


的 最 小 正 整 数 , 即 w 是 整数 且 满 足 
{Hw} = ks {hw — 1)} i, {7. 26) 
由 此 即 可 排出 ww 课时 * 间 教室 的 课表 . 其 方法 是 增加 空 匹 配 Ms 一 Mr 一 …= Mo 一 他 ， 


对 2 个 匹配 MA MyM,… Mos 利用 引 理 7.15, 调整 到 满足 式 (7. 24) 与 式 
《7, 25) ,从 而 排出 课时 上 间 教室 的 课表 。 
例 7.12 假设 有 4 位 教师 给 5 个 班级 授课 ,其 教学 要 求 矩 阵 是 
了 Ys Ys FT Ys 


X12 0 1 1 0 
W=X|0 1 0 1 0 
Xl0o 1 1 1 of 
Xl0 0 0 1 1 


作出 相应 偶 图 6, 如 图 7. 9(a), 增加 顶点 ss 和 相应 的 边 得 4- 正则 偶 图 6* ,如 图 
7.900), 
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? 
i 
1 
4 
Vr 


mY 


,| 


人 一 一 一 


图 7.9 《ze) 偶 力 各 6G) 偶 图 6 ,增加 的 边 用 虚线 表示 
te 匹配 而 《dt 亚 配 而 《el 匹配 好 (Cf) 匹配 好 

用 算法 7.8 求 出 正常 4 边 着 色 ,如 图 7.9(e) ~ (了). 由 此 排名 4 课时 的 课表 如 表 7. 2. 

在 课表 中 第 虐 节 课 有 4 个 班 上 谍 , 故 需 4 间 教 室 , 因为 4 一 11,4 = 4, [本 ] 一 2， 
(也 ) = 3, 所 以 由 定理 7. 16 ,能 够 安排 一 张 课表 , 投 课 4 课时 ,每 一 课时 有 :2 个 或 3 个 班级 
在 土 课 , 即 需要 3 间 教 室 , 其 实现 步 又 是 由 定理 7. 15, 对 匹配 边 的 数 相差 大 于 1 的 两 个 匹 
配 M, 与 M2, 由 引 理 7.15, 作 CG[Mi LU Was], 如 图 7, 10(a) 得 交错 路 户 = 一 yessaxs 由 对 称 莹 
得 新 的 匹配 Mr 与 型 ; 加 图 7. 1000)， 


和 ty Ty |] 


~ 
- 


图 710 Cw eb sj . 寺 | 的 这 是 实 边 ,加 的 边 基 虚 边 EN UL 
由 图 7, 10(0) ,改进 表 7.2, 得 只 需 3 间 教 室 的 课表 如 表 7. 3. 
表 7?.2 课表 ( 需 4 问 教室 ) 表 7.3 课表 (党 3 间 教室 ) ”家 7.4 课表 ( 需 ?2 间 教室 ) 
Er 深 时 
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如 果 只 有 2 则 教室 , 即 = 二 2, 则 满 是 式 (7. 26) 的 加 = 6, 所 以 课表 应 从 4 学 时 增加 到 
6 学 时 . 此 时 由 定理 7. 16, 增 加 两 个 空 匹配 Ms ,Ms, 友 复 利用 引 理 7. 15 得 6 个 新 匹配 ,其 所 
会 边 数 蛋 差 不 超过 1; 
人 人 生计 
Cy rd ) Cra {CT Crys)} 
{ Cpa) ss CT), {trys)}, 
相应 课表 如 表 ?. 4 


$7,6 中国 邮 递 员 问 题 


例 7.13 假定 邮递 员 从 邮局 出 发 经 过 所 投递 范围 内 的 每 条 街道 ,在 递送 完 岂 人 忻 之 后 
又 返回 邮局 , 间 邮 递 员 如 何 选择 投递 路 线 使 经 过 的 总 的 路 程 最 短 ? 这 个 问题 称 为 中 国 邮递 
员 问 题 ， 

如 果 把 提 递 点 作为 顶点 ,所 经 过 的 街道 作为 边 ,两 顶点 间 的 投递 距离 作为 相应 边 的 
权 , 则 得 到 一 个 非 负 权 的 连通 图 . 于 是 中 国 邮 弟 员 问题 转化 为 在 一 个 非 负 权 连 通 图 6 中 求 
包含 6 的 所 有 边 的 权 最 小 的 闭 通 道 . 若 图 G6 是 欧 拉 图 , 则 欧 拉 闭 迹 为 所 求 .车 图 6G 不 是 志 拉 
图 , 则 在 闭 通道 中 必 有 某 些 边 是 重复 的 . 设 e €€ 8(0) 是 一 条 重复 的 边 , 则 附加 一 条 6 的 平 
行 边 eye 的 权 与 e 的 权 相 等 ,我 们 称 e 为 的 复制 边 . 因此 , 当 图 5 不 是 欧 拉 图 时 ,就 是 要 
增加 某 些 复制 边 后 成 为 欣 拉 图 ,并 使 复制 边 的 权 的 和 最 小 . 这 时 有 两 个 问题 ， 

(1) 如 何 增 加 复制 边 使 其 成 为 欧 拉 图 ， 

(2) 如 何 使 复制 边 的 权 和 最 小 . 
为 此 先 引入 两 个 引 理 ， 

引 理 .7.17 设 G= (FF,B) 连通 ,不 是 欧 拉 图 ,及 是 复制 边 集 使 

C= (VBEUBE) 

是 欧 拉 图 , 若 由 是 6 的 奇 顶点 , 则 存在 & 的 细 一 个 奇 硕 点 ,有 一 条 收 制 边 组 成 的 tw-w 路 
(习题 7. 28)， 

引 理 7.18 设 名 是 最 小 权 复 制 边 集 ,G 的 两 信 奇 顶点 w 与 ww 间 的 由 复制 边 组 成 的 
to-uo 路 是 


P' 一 [el 时 ,et]， 
则 
P= [eer ye] 

是 如 的 最 短 w-w 路 (习题 7. 29). 

定理 7.19 设 XCrV 是 图 GG = (TV,B) 的 育 顶 点 集 ,K(X) 是 以 下 为 顶点 集 的 完全 图 ， 
K(X) 的 每 条 按司 ,六 的 权 w 等 于 在 6 中 最 短 六 路 的 长 , 则 中 国 邮 递 员 问 题 的 解 等 价 于 
太 (X) 的 最 小 权 完 美 匹配 . 

证 ”中国 邮递 员 和 辣 题 的 解 等 价 于 找 复 制 边 集权 ,使 @ 二 (7 ,BU 2') 是 网 拉 图 , 且 色 
的 权 和 最 小 . 由 引 理 7?, 17 ~ 了 7. 18,X 的 顶点 两 两 配对 , 且 玉 (XX) 的 边 人 , 门 对 应 C 中 最 短 记 j 
路 ,因此 构成 玉 {X) 的 完美 匹配 懂 . 于 是 如 的 权 和 最 小 等 价 于 4 的 权 各 最小， 证 毕 . 

由 此 中 国 邮递 员 问 题 得 以 解决 . 
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算法 7.10 中国 邮递 员 癌 题 的 算法 

设 中 国 邮 递 员 问题 的 模拟 图 CE 一 (V ,8B) 是 非 负 权 和 连通 图 ,所 有 奇 顶点 的 集 是 式 ， 

第 1 步 ”车 羡 = 好, 转 第 6 步 . 

第 2 步 求 出 蕊 的 任意 两 顶点 间 的 距离 和 最 敌 路 . 

第 3 步 作出 赋 权 完全 图 K(X). 

第 4 步 ” 求 K(X) 的 最 小 权 完 美亚 配 对， 

第 5 步 对 每 条 边 心 疙 皇 型 ,在 5 中 复制 最 摄 六 路 的 边 , 使 成 为 欧 拉 图 名 , 令 安 
一 台 
第 6 步 “在 欧 拉 图 6 中 求 欧 拉 闭 迹 即 得 中 国 邮 递 员 癌 题 的 解 . 
中 国 邮 递 员 问题 的 解 可 以 在 图 上 进行 , 称 为 奇偶 点 图 上 作业 法 ,参看 习题 7?. 53 一 
7, 55. 这 一 方法 仅仅 对 于 图 的 图 较 少 时 是 适用 的 . 


$7.7 香 环 赛 排 名 问题 


例 7.14 设 有 x# 个 队 参 加 的 和 企 环 赛 ,每 次 比赛 不 允许 平局 ,只 计 胜 负 , 当 稍 环 赛 结束 
时 如 何 排名 ? 

今 作 有 向 留 6, 顶 点 上 相应 于 参赛 的 第 ; 队 , 若 第 : 队 胜 第 ,j 队 , 则 作 有 向 边 Gi,)), 于 是 
循环 赛 的 结果 相应 于 一 个 竞赛 图 一 一 基础 图 是 完全 图 的 有 向 图 . 例如 ,图 7.11 就 是 有 6 个 
队 参 加 的 循环 赛 在 结束 后 的 一 个 竞赛 图 ， 

由 习题 1 42, 每 个 竞赛 图 都 有 包含 所 有 
顶点 的 有 向 路 一 一 称 为 有 向 哈密 顿 路 . 可 以 
设想 由 有 向 哈密 顿 路 的 顶点 顺序 来 排 相应 参 
赛 队 的 名 次 . 如 图 7,11 中 有 有 向 哈密 顿 路 
vvavsvebav4 于 是 参赛 队 由 此 得 到 的 名 次 依次 
是 一 队 ,二 队 ,五 队 , 六 队 ,三 队 和 四 队 . 一 般 
地 如 何在 竞赛 图 中 求 有 向 哈密 顿 路 ?从 下 面 be Va 
的 引 理 可 得 算法 ， 图 7.11 演 叶 图 

引 理 7.20 ” 设 0 是 竞赛 图 ,P 一 wwe…b 
是 一 条 极 太 有 疝 路 ( 邮 P 不 能 从 两 端 再 延伸 ). 车 P 不 是 有 向 哈密 顿 路 , 则 对 任意 顶点 
2 入 VCP), 必 有 顶点 0 雪 i 所 上 一 1) 使 

Coin) CHOt1) E BOO), 


Vi VW 


Vs Vs 


(习题 7. 31)， 
利用 这 个 引 理 可 求 竞赛 图 的 有 向 哈密 顿 路 ， 


算法 7.11 求 有 向 哈密 顿 路 的 算法 

设 0= (FV ,8) 是 4 个 顶点 的 党 赛 图 . 

尾 取 wo ETV, 令 5S = (ui 一 和 

第 ! 步 车 G4) 们 ON) 一 他, 令 1 = 0, 转 第 4 步 ， 
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第 2 步 ” 取 urgE 产 (站 PNS) 令 
避 一 宙 U fa 
第 3 消 若 ; 一 “一 1, 则 
P= wa, 
为 有 向 哈密 顿 路 , 停 . 否则 令 i 二 十 1, 转 第 1 步 . 
第 4 步 ”车 广 G4)) 人 门 GS) = 名, 转 第 ?7 步 . 
第 5 步 联 orv EE 六 站 (NS5), 令 
Ss=5U {uorn}. 
第 6 步 ” 若 i 十 j= 二 x 一 1 了,, 则 
P= uA 
为 有 向 哈密 顿 路 , 停 . 否则 令 ;二 j 十 1 转 第 4 步 ， 
第 7 步 取 vEFVS, 令 8S 二 SU {ok 二 避 
第 8 步 ” 若 tw-1,5) E 8, 则 令 
Hi 
He = 
一 十 1， 
转 第 10 步 ， 
第 9 步 ” 令 上 = 一 ] 转 第 8 步 ， 
第 10 步 ”车 i 十 j= 二 4 一 1, 则 
P = a 
是 有 向 哈密 顿 路 , 停 . 否则 转 第 7 步 . 
例 7.15 由 算法 7.11 求 图 7. [1 的 同和 的 有 向 哈密 顿 路 . 
开始 吉 二 ww， 工 一 0， 


2 Wl = Br i= 1 ， 


2 

2,3 ja 一 bp 1 一 2， 

1 于 一 站， 
5,6 Wi= vs j= 1， \ 
5,6 -2 = ,= 2， 

? y= b3， 太一 2， 

9 太一 |， 

8 站 一 二 一 


10 P= ado 二 vivbs0302040 为 所 求 有 癌 了 哈密 顿 路 . 

由 侣 7?, 15 的 结果 , 叉 可 得 参赛 队 的 另 一 排名 ;一 队 , 五 队 , 三 队 , 二 队 , 四 队 与 六 队 . 

因为 竞赛 图 的 有 向 哈密 顿 路 不 一 定 唯 一 ,所 以 按 此 排名 是 不 行 的, 不 仅 如 此 ,我 们 从 
习题 1. 45 还 得 知 ,在 竟 赛 阅 中 有 有 向 哈密 顿 圈 的 充 要 条 件 是 没有 孤立 集 . 竞赛 图 7,11 正 
好 没有 孤立 集 且 有 有 向 哈密 顿 圈 

C= [aoivesyosyb]， 
这 就 使 得 此 竞赛 图 的 排名 可 以 任意 而 根本 无 法 排名 . 
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0 1 0 1 | | 
0 .00 1 1 1 
| 1 0 1 0 0 
五 一 + 
0 0 0 0 ll 
0 0 1 0 0 
0 0 1 0 0 


绝对 值 县 大 的 特征 值 是 7 = 2.232. 玉 对 应 7 的 正 特 征 向 量 归 一 化 后 为 
o>= C0.238, 0, [64, 0. 231, 0. 113, 0 150, 0. 104)7, 

于 是 六 个 队 的 排名 是 ;一 队 , 三 队 , 二 队 , 五 队 , 四 队 与 六 队 ， 

以 上 讨论 完全 解决 了 顶点 大 于 等 于 4 的 强 连 涌 竞 赛 图 的 排名 问题 . 对 于 3 个 顶点 的 
强 连 通 竞赛 图 ,3 个 队 的 排名 并 列 . 

对 于 不 是 强 连 通 图 的 竞赛 图 6, 可 如 习题 1. 46 构造 医 聚 图 G" ,并 且 容易 证 明 : 

定理 7, 23 ”不 是 强 连通 图 的 莞 唱 图 ,其 凝聚 多 有 唯一 有 向 哈密 顿 路 (习题 7. 36). 

至 此 , 猪 环 赛 排名 问题 完全 解决 ， 


算法 7. 12 循环赛 排名 的 算法 

设 4 是 竞赛 图 . 

第 1 步 ， 求 6 的 强 连通 支 , 设 为 Cj,……Go 并 相应 作出 凝聚 图 上 ,6 对 应 G* 的 顶点 
Bs 

第 2 步 ” 对 i= 1,2," ,让 ， 

当 [PCG)| = 3,G, 中 3 个 预 点 相应 的 队 并 列 ， 
当 VCG)| 衬 4 设 的 邻接 算 阵 是 天 ,过 出 及 .的 绝对 值 最 大 的 特征 值 的 特征 向 基 
并 妇 一 化 ,然后 按 分 量 从 大 到 小 排出 相应 参赛 队 名 次 . 
第 3 步 求 出 C* 的 唯一 有 向 哈密 顿 路 ,排出 顶点 过 ，… 避 的 顺序 ， 
第 4 步 ”把 第 2 步 的 排名 加 入 第 3 步 的 排名 序列 ,得 出 所 有 参赛 队 的 排名 . 
4$7.8 ”旅行 推销 员 问 题 

在 6.1 中 已经 指出 ,旅行 推销 员 问题 是 
一 个 还 没有 解决 的 难题 . 一 种 求 近 似 解 的 方法 Ar 
是 从 一 个 哈密 顿 圈 出 发 ,然后 进行 修改 ,以 求 得 + 、 
权 更 小 的 哈密 顿 轿 ， ’ ‘ 

设 6 一 (7 ,8) 是 完全 图 ,1F(G)| 一 ,每 条 ! / 
他 人 oo 有 非 贷 术 wj,8 二 2.500B81 是 一 个 险 Vi LA 
密 顿 转 , 册 对 任意 的 总 之 4 十 1 之 j 之 4 都 可 
在 中 去 挤 边 (ora 与 (wo 而 附加 边 -Dy, 
(507) 与 Cnriyp+ 得 天 男 一 个 始 密 顿 圈 必 ,， 图 7.12 
如 图 ?, 12， . 

Cy = Pn 
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因此 ,着 能 找到 i,j 满足 
1 十 | 之 之 
十 4 1 《7. 31) 
则 c 的 权 小 于 2 的 权 ， 


算法 7.13 旅行 推销 员 问 题 和 的 近似 算法 

设 6 是 非 负 权 完 全 图 . 

第 1 步 找 一 个 哈密 顿 圈 &， 

第 2 步 由 式 (7.31) 找 权 更 小 的 图 Cu, 转 第 3 步 . 若 不 弃 在 这 样 的 圈 , 转 第 4 步 . 

第 3 步 ” 今 C= 的 转 第 2 步 . 

第 4 步 ”终止 ,或 另外 选择 一 个 哈密 顿 圈 2 转 第 2 步 . 

这 个 算法 的 近似 程度 可 说 明 如 下 : 

设 0 是 最 小 权 蛤 密 顿 图 , 则 对 每 个 bE€ Fe) 一 ?是 2 一 "的 哈密 顿 路 ,自然 也 是 
0 一 + 的 生成 树 . 设 T 是 6 一 2 的 最 小 生成 树 , 若 e,j 是 sb 的 2 条 关联 边 且 使 wte) 十 w(7) 
尽 可 能 小 , 则 由 

wT) SC 一切 
wo Cm) 二 we) + wf) AE wt) 
得 zkC) 的 下 界 
wT) 十 we) 十 wh) Ew), 

下 面 讨论 旅行 推销 员 问 题 的 分 枝 定 界 法 - 

广 意 到 完全 图 6 的 哈密 顿 图 Cc 的 等 价 条 件 ; 

(1) 是 合 图 6G 的 所 有 顶点 的 连通 子 图 ; 

《2 db = 2 vy EE VOOY). 
设 想 从 图 6 的 权 最 小 的 条 边 开始 ,其 权 和 显然 是 最 小 权 哈 密 顿 图 的 一 个 下 和 界 , 如 果 这 x 
条 边 正 好 构成 哈密 力图 ,此 即 为 所 求 最 小 权 哈 密 顿 回 . 否则 进行 分 枝 定 界 . 先 看 一 个 例子 ， 

例 7.18 设 旅行 拱 销 员 问 题 的 权利 阵 是 


0 15 5 6 
[5 0 1 8 

于 = ， 
5 I 0 10 
6 8 10 0 


试 求 最 小 权 哈密 顿 图. 
用 二 数组 3 与 8; 输入 边 ,用 数组 5 输入 边 的 权 , 开 把 边 按 权 由 小 到 大 排列 ,有 
Ss, = (l,l12,3,2,1) 
Ss = (3,4,414,3,2) 
Ss = (516,8,10,11.,15) 
以 它 记 最 小 权 哈 密 顿 轿 ,并 令 
人 边 人 ,5 在 CC 上 ， 
” 【0o, 否则 , 
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(1) 取 权 最 小 的 4 条 边 , 即 令 
5 一 3 一 3 一 2 一 
其 权 和 为 29, 它 是 最 小 权 了 哈密 顿 圈 的 一 个 下 界 . 由 于 ieka) = 二 3, 不 合理 . 分 为 两 枝 :保留 
{v0 ;即今 4 一 1 ,或 排除 村 ;即今 x14 = 0O. 
(2) 排除 {wl +b) , 取 权 最 小 的 4 条 边 , 即 令 
XU 一 Fa 一 3 haa 一 1 
其 权 和 为 34. 由 于 devs) 一 3, 不 合理 . 
《3) 保留 过 4olyp) 时 下 界 为 291 排除 边 人 oa) 时 下 界 为 34; 故 继续 考查 保留 计 
(www4) 的 情形 , 此 时 排除 边 (w2,54) 的 权 最 小 的 4 条 边 是 
Y 一 YU 一 Ta 一 2 一 |， 
其 权 和 为 32. 因为 ktvs) 一 3, 不 合理 . 
(4) 继续 考查 保留 边 C6 ;50) 与 (vz ,04) 的 情形 ,此 时 必须 排除 边 Cwa,r .最 小 的 4 
条 边 是 
TI 一 T= 
其 权 和 为 30. 这 里 每 个 项 点 刚好 出 现 2 次 ,经 检验 这 正 是 一 个 哈密 相 ,由 于 在 (2) 的 下 
界 是 34, 在 (3) 的 下 界 是 32, 故 没有 继续 考查 的 必要 , 即 进行 剪 枝 .> 二 已 求 得 旅行 推销 员 
问题 的 解 ; 
C= opmnv, 
其 权 为 30. 
上 述 过 程 可 用 搜索 树 表 示 ,如 图 7. 13. 


Xu=1] Co) Ts =X = X= Xu =1,29 


Xi = 

(2) Hi = Xa = Xs = Xn = 1,34 
i 
4) Xl = X44 = Xn = Xx = 1,32 


会 Xs = Xs = Xa = 


图 7.13 旅行 推销 只 问题 的 分 枝 定 界 过 和 但 .一 ”表示 更 枝 , 打 ”* "起 示 解 


ad 三 科 


x = 1,30 


算法 ?. 14 ”旅行 推销 员 问题 的 分 枝 定 界 法 
设 6 是 非 负 权 完全 图 ,|F(G) | 一， 用 树 生长 过 程 产生 搜索 树 ， 
第 1 步 ” 开 始 :在 顶点 0, 选 择 权 最 小 的 x 条 边 进入 C, 令 下 界 ww 二 ww(0), 上 界 b 二 oo， 
第 2 步 “分 枝 : 选 择 最 小 下 界 的 活 顶点 ( 活 顶 点 是 未 查 清 也 未 划分 的 顶点 ) 进行 划 
分 , 即 对 此 Co) >> 2 的 顶点 v 的 关联 边 取 其 权 最 大 的 , 设 为 6, 划 分 为 把 e 保 留 在 0 或 排除 出 
C 两 个 新 顶点 从 而 生长 搜索 树 . 保留 在 5 的 边 称 为 保留 边 ,并 令 
fi 6D 是 保留 边 ， 
10, 否则. 
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当 排除 > 的 关联 边 e 时 , 设 w 是 6 一 的 权 最 小 的 边 , 划 令 
C= {Oe)Te', 
点 的 下 界 为 wt0) , 转 第 3 步 . 若 没 有 洛 质点 , 转 第 5 步 ， 
第 3 步 查 清 ; 苟 在 搜索 本 上 顶点 7 的 CC 有 顶点 与 多 二 2 条 保留 边关 联 , 则 顶点 已 
查 清 , 将 在 搜索 村 上 顶点 的 《是 一 个 险 密 顿 图 ,下 漠 是 包 ; 则 顶点 j 已 查 清 , 并 邻 
wo = min {Buyt)}. 
第 4 步 ”前 枝 ; 儿 满 忠 这 如 的 顶点 部 作为 已 查 清 硕 点 . 转 第 2 步 ， 
第 5 步 终止 :产生 和 的 那个 顶点 为 最 小 权 哈 密 顿 圈 的 顶点 


$7.9 ”拼花 图 案 


例 7.19 观察 大 厅 , 居 室 或 路 面 的 地 面 装饰 ,常见 一 些 拼花 图 案 ， 它们 是 由 同一 种 正 
多 边 形 小 块 拼 成 的 . 问 怎样 的 正 多 过 形 小 块 才能 拼 成 拼花 图 案 ? 

自然 地 ,我 们 可 以 把 拼花 图 案 作 为 一 个 平面 图 C, 则 心 有 如 下 性 质 ， 

(1) 设 G 有 :个 顶 扣 下 荣 边 了 个 面 , 则 由 Euler 公式 (5,2)， 

2 一 站 十 了 一 2. {7. 32) 

(2) 每 个 正 多 边 形 小 块 莉 是 6 的 内 部 面 ,可 设 内 部 面 的 边界 有 7 条 边 . 除去 无 界面 边 

界 上 的 顶点 , 设 月 2 个 , 剩 下 的 习 一 人 个 项 点 的 度 招 同 , 设 为 也 可 得 
da Dd) = 2 < dns 


nV 


同 除 以 2x, 有 
区 磷 b wt i 
FH (7, 33) 
《3) 无 界面 的 边界 是 一 个 固 , 上 故 含 有 5 条 边 ,于 是 由 式 {5. 1)， 


2 一 人 一 Jp 十 如 


问 除 以 wr, 整 理 得 


i ee (C7, 34) 
当 拼 花 图 案 无 限 扩 大 时 , 即 当 一 ce 时 ;有 有 
， 
lim 全 一 0, 《7, 35) 
对 式 (7.33) 令 x 一 6 并 由 式 (7. 35)， 
im 闪 = 本 (7, 36) 


对 式 {7.34) 令 -= co 并 由 式 (7, 35) 与 (7. 36)， 


1 
lm nh rr - (7, 37) 
今 改 写 式 (7, 32) 为 
1 十 二 一 芋 十 二， 


令 4 一 2 并 由 起 (7.36) 与 (7. 37)， 
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邵 
(tao 2){r — 2)= 4. (7, 38} 
满足 式 (7. 38) 的 正 整 数 d,r 如 表 7. 5. 吉 7.5 
由 表 7.5, 拼 花 留 案 的 每 一 个 正 多 边 形 小 块 只 -|s 4 6| 
能 总 正 3 边 形 , 正 4 边 形 与 正 6 边 形 , 如 了 疼 ?7. 14， [is 


{a) {hy tey 


图 7.14 ” 拼 放 图 符 (yr= d= (r=3.d=6 (Jr=6. dd 一 3 


$7.10 ”系统 监控 问题 之 一 


例 7.20 在 城市 街道 中 需 在 街道 口 设立 岗亭, 以 使 监 控 和 指挥 过 往 交通 . 为 监控 所 
有 街道 ,加 至少 要 设 多 少 岗亭? | 

用 一 个 过 通 图 来 模拟 城市 街道 系统 ,在 某 街 口 设 岗亭 , 即 把 相应 的 顶点 作为 监控 点 而 
监控 所 关联 的 所 有 的 边 ,因此 , 例 7. 20 的 问题 就 是 一 个 * 顶 点 监控 边 ” 的 问题 .换言之 ,和 
在 一 个 连通 图 6 中 找 顶 点 子 集 天 F(O) ,使 每 条 边 都 与 天 的 一 个 顶点 关联 , 且 天 是 满足 
这 个 性 质 的 顶点 最 少 的 ,也 就 是 求 连通 图 6 的 最 小 北 盖 . 在 算法 7. 5 中 已 经 提出 了 求 最 小 
履 盖 的 好 各 算法 ,下 面 讨论 求 最 小 履 盖 的 启发 式 算法 . 

设想 把 顶点 度 越 大 的 顶点 作为 监控 点 则 越 能 监控 更 多 的 边 ,这 是 一 个 合理 的 想法 . 


算法 7.15 最 小 窗 盖 的 启发 式 算 革 1 
设 G 是 连通 图 ,用 太 表 示 所 求 最 小 宅 盖 , 邻 六 = 2. 
第 1 步 着 有 fo) = 名, 停 - 否则 取 4E€E VCG) 使 
du) = max {dv)}v E VG)). 

第 2 步 邻 K= 太 {a}， 
一 已 一 对 
转 第 1 步 . ” 

算法 7. 15 可 以 在 连通 图 4 的 关联 算 阵 4 上 进行 . 这 是 由 于 图 访 可 用 关联 算 阵 刻画 ; 
天 V6) 是 团 盖 的 充 要 条 件 是 ,4 相应 于 天 的 顶点 的 行 记 构成 的 子 年 阵 , 其 每 列 都 有 元 
Fi 
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算法 7.16 用 关联 乍 阵 实现 算法 7. 15 求 最 小 狗 盖 的 等 法 

设 6 是 连通 图 ,4 是 关联 符 阵 ,用 天 表示 所 求 最 小 静 盖 . 令 天 一 他. 

第 1 步 ” 取 mwEFc), 使 4 的 am 行 各 元 素 的 和 最 大 ,并 令 天 一 天 UL ta}( 当 关 的 选 
取 不 瞧 一 时 ,可 能 导致 不 同 的 结果 ,因此 ,必要 时 应 比较 所 有 的 结果 ). 

第 2 步 在 4 划 去 3 行 及 该 行 元 素 1 所 在 的 列 ， 

第 3 步 。” 车 4 的 列 划 完 , 终 汗 . 否则 把 剩 下 的 矩阵 仍 记 为 4, 转 第 ! 步 . 

例 7.21 对 图 ?15 的 图 6 求 最 小 覆盖 . 图 6 是 按 下 面 的 方法 画 出 的 . 任 画 6 条 边 
《60036 个 8 点 划分 为 3 对 ,每 对 顶点 各 与 1 个 a 点 相连 ;再 把 6 个 6 点 分 成 2 个 3 点 组 ， 
每 个 3 点 组 各 与 1 个 “点 相连 :依次 对 4 点 组 ,5 点 组 重复 同样 的 方法 与 < 点 相连 ， 


PR 了 .15 


Hi tr ds 站 人 3 
故 得 玉宇 (avastasaasytsstrvclrearcselves cs 曙 一 方面 我 们 看 到 ,最 小 四 盖 是 
{hrbarbarbis ds bo}, 
如 果 把 6 条 边 扩大 为 4 条 过 (eco 六 一 12a+ 则 点 个 数 是 


LD) 会 三 [<]. 《7. 39) 
这 样 的 图 的 最 小 畴 盖 由 * 个 4 点 构成 , 面 由 算法 7. 15, 可 能 产生 工 (o) 十 4 个 顶点 的 收益, 妈 
增加 了 En) 个 顶点 ,其 增加 比例 是 忆 ,加 表 7. 6. 78 


从 表 7.6 知 算法 7. 15 所 产生 的 镀 盖 ,与 | * [6 10 30 1001000 .… 


最 小 团 盖 所 含 顶点 数 相 比 ,其 项 点 数 增加 的 | 2 (%， 


比例 没有 上 界 . 下 面 的 算法 所 产生 的 覆盖 ,与 
最 小 尊 盖 所 含 顶点 数 相 比 ,其 顶点 数 增加 的 比例 至 多 100 色 . 


算法 7,17 最 小 发 盖 的 启发 式 算法 2 

设 G 是 连通 图 ,用 玉 表示 所 求 最 小 竹 盖 , 令 玉 一 多 
第 1 步 ”车 如 G0) = 名 , 停 .否则 取 (4,5) E ECG)， 
第 2 步 令 玉 = 下 turv}， 
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=0— {ut}, 
转 第 1 步 . 
在 算法 中 所 选 定 的 边 帮 不 相 邻 , 故 每 条 边 都 必 由 覆 闭 中 的 不 启 顶 点 来 覆盖 . 因此 , 仁 
何 覆盖 都 含 每 条 所 选 定 的 边 的 一 个 端点 ,从 和 而 任何 覆盖 至 少 含 所 选 顶点 的 一 半 , 于 是 算法 
所 产生 的 覆盖 与 最 小 收益 所 含 项 点数 相 比 ,其 顶点 数 增加 的 比例 至 省 100%%， 
算法 7. 17 也 能 在 关联 算 阵 上 实现 (习题 7. 42). 


$7.11 系统 监控 问题 之 二 


例 7.22 图 ?7.16 是 一 个 指挥 系统 ;顶点 表示 被 指挥 的 单位 , 边 罕 示 可 以 直接 下 达 命 
邻 的 通讯 线路 , 欲 在 某 些 单位 建立 指挥 站 ,以 便 可 以 通过 指挥 站 直接 给 各 单位 下 达 命令 ， 
亲 如 何 建立 指挥 站 使 指挥 站 尽 可 能 少 ? 


图 7.1I6 


假如 在 顶点 z 建立 指挥 站 ,出 可 通过 这 个 指挥 站 直接 纵 在 症 ,mm 内 与 上 的 单位 下 达 命 
令 . 因此 , 例 7.22 的 问题 就 是 在 一 个 监控 系统 中 "顶点 监控 顶点 ”的 问题 , 换言之 , 需 在 
图 7- 16 中 找 一 个 顶点 子 集 DETFC). 对 每 个 bE PCG) ,或 者 oz 在 了 D 中 ,或 者 ?与 2 中 某 磺 
点 相 邻 . 

定义 7.8 设 2 是 连通 图 ,DSS FCC), 蘑 对 每 个 "EF(O) 或 区 忆 或 了 门 Fn 天 绍 ， 
则 称 上 了 为 图 6 的 一 个 控制 集 . 车 D 是 控制 集 ,而 了 的 任何 真子 集 都 不 是 控制 集 , 则 称 D 是 极 
小 控制 集 . 顶点 数 最 少 的 控制 集 称 为 最 小 控制 集 . 最 小 控制 集 所 含 硕 点 数目 称 为 控制 数 ， 
记 为 nt) 或 jo。 

让 定义 7.8, 例 7, 22 的 问题 就 是 求 最 小 控制 集 的 问题 ， 

定 久 7.8 设 豆 是 连通 图 @ 的 邻接 第 阵 , 工 是 单位 矩阵 , 则 并 会 瑟 十 了 称 为 控制 矩阵 ， 

由 定义 7,8 与 定义 7.9 直接 得 到 : 

引 理 7.24 设 卫 是 连通 图 0 的 控制 算 阵 , 则 5 与 FC0O) 是 控制 集 的 充 要 条 件 是 ,和 要 
应 于 DD 的 项 点 的 行 所 构成 的 子 盾 阵 ,其 每 列 都 有 元 絮 !， 

从 引 理 7,24 可 得 下 列 启 发 式 算法 . 


算法 7.18 最 小 控 制 集 的 启发 式 算法 
设立 是 连 租 图 6 的 控制 邱 阵 ,用 呈 表 示 所 求 最 小 控制 集 . 令 忆 = 他， 
第 1 步 ” 取 ww EVEG), 使 XX 的 驯 行 各 元 素 的 和 最 大 ,并 邻 D 一 DU foj， 
第 2 步 在 王 划 去 wm 行 及 该 行 元 素 | 所 在 的 列 . 
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第 3 步 《” 若 开 的 列 划 完 ,终止 . 否则 把 剩 下 的 乍 阵 仍 记 为 邢 , 转 第 | 步 ， 
例 7.23 求 图 7.16 的 最 小 控制 集 


首先 写 出 控制 矩阵 六， 
1 23456 78 9 
i111 1 1010000 
21 10 1 10000 
31010 10 100 
40 10111040 
Xl 1111010 ol. 
600010 1 1 11 
T0010 1， 1 10 
80006060 1 1113 
slo 00990 1011 
取 D = {v5} , 划 去 第 5 行 及 第 1 至 第 5 列 , 划 去 第 7 列 ,得 

6 8 9 

1 10 0 0 

2 |o 0 0 

3 lo 00 

4 |1 00 

6 11 1 1 

7 11 1 0 

8 Il 111 

9 ll 1 4 


再 取 顶点 %: 瑟 的 列 全 划 掉 ,终止 ,得 
DS= {vve}, 

即 在 ww 与 vs 建立 两 个 指挥 站 就 可 以 指挥 系统 中 所 有 单位 , 容易 看 到 ,一 个 指挥 站 是 不 行 
的 , 故 所 求 为 最 小 控制 集 , 控制 数 y。 = 2. 

求 最 小 控制 集 可 用 多 辑 算法 . 

引 理 7.25 设 G 是 连通 图 , 则 DV(G) 是 最 小 控制 集 的 充 要 条 件 是 ,对 每 个 顶点 
v PO), 恰 有 下 列 条 件 之 一 成 立 ， 

(ly utED, 

(2) DPN TO) FAY, 
(习题 7, 50)， 

引 理 7. 25 得 出 了 求 最 小 控制 集 的 逻辑 规则 ， 

对 每 个 顶点 风 选择 ”或 选择 的 一 个 相 邻 顶点 . (7. 40) 
由 逻辑 规则 (7?. 40) 可 得 逻辑 算法 . 


算法 7.19 ”最 小 控制 集 的 逻辑 算法 
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设 C 是 连通 图 ， 
第 1 步 ”由 规则 (7, 40) 建立 逻辑 式 ， 
第 2 砂 由 引 理 7.8 的 人 惧 辑 运算 手 质 化 简 第 1 步 的 亚 辑 式 ， 
第 3 池 ”由 第 2 步 坟 接 写 出 全 部 极 小 控制 集 . 
第 4 步 ”在 第 3 步 中 顶点 数据 少 的 即 为 最 小 控制 集 . 
站 题 七 
7.1 ”证明 推论 7.2， 
7.2 若 品 是 欧 拉 图 , 则 6 的 据 志 是 欧 拉 抬 ， 
7.3 连通 有 向 图 6 一 (fF,8) 有 有 向 敬 拉 闭 迹 的 充 要 条 件 是 
dt Cy) = 0), Er 
?7.4 ”用 算法 7.1 求 图 7.1ta) 的 欧 拉 闭 迹 ， 
7.5 设 避 是 欧 拉 图 ,mm EE 六 ), 今 从 ww 出 发 端的 边 旅 行 , 订 御 如 下 规则 : 
(1) 滞 没有 经 过 的 边 旅 行 ， 
C2) 在 从 患 删 去 已 经 茂 行 过 的 过 的 子 图 中 ,只 要 有 不 是 桥 的 过 则 一 定 外 过 桥 ， 
(3) 当 旅 行 元 法 继续 时 终止 ， 
证 明 当 旅 行 终止 时 所 得 为 欧 垃 闭 迹 . 
7.6 技 习 题 7.5 的 方法 求 图 7. 40) 的 欧 拉 全 人 迹 ， 
?.7 图 7.17 为 基 城 街道 模拟 图 , 试 给 边 定 向 成 为 强 连 通 图 . 
7.8 证 明 下 列 各 条 等 价 : ， 
(1) 8 有 定向 图 是 强 连通 的 ， 
{2) 连通 且 没 有 桥 ; 
(3) 如 是 2 边 连 通 的 ; 
《4) 如 的 尾 二 顶点 至 少 有 两 条 边 
不 交 的 路 相连 通 . 
7.9 ”证 明 引 理 7.6. 
7.10 证 明 引 理 7. ?7. 


7. 11 证 时 引 理 7. 8. 
7, 12 ”证明 引 理 7. 9， 
7,13 ”把 式 (7. 18) 化 简 为 式 (7. 19). 表 7.? 
7.14 ”证明 非 军 凡 树 的 色 数 是 2. | 亚 人 | 有 牵连 的 犯人 | 
7.45 设 G 非 平凡 图 , 则 XKG) ~ 2 的 充 要 条 件 是 C 没 | | 0" 
有 奇 圈 ， 0 | A.B.D 
7.16 证明 (C0) < 406) 十 1. np 上 安居. 
7.17 设 有 8 个 犯人 ,为 防止 他 们 串 供 ,必须 把 有 牵连 | ， eo 
的 犯人 互相 了 静 离 , 问 至 少 需要 几 个 关押 室 ,已 知 有 牵连 的 情 0 A 
入 如 表 7, 7， 好 | 后 .六 下， 


7.18 证 明 引 理 7. 11， 
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7.19 证 明 引 理 7, 12. 
7.20 证明 引 理 7. 13. 


7. 21 ”对 完全 偶 图 下 ,给 出 一 个 正常 1 边 着 色 , 从 而 证 明和 W 一 未 
7.22 有 4 位 教师 给 5 个 培训 班 上 课 , 授 课 要 求 如 表 7. 8, 试 安排 一 张 课时 数 最 少 的 


课表 ， 


7.23 设 C 是 简单 图 ,证 明和 一 4 或 了 十 1， 


7.24 设 2 是 简单 图 , 试 给 出 一 个 正常 (J 十 1) 过 


着 色 的 好 算法 ， 


7.25 设 6 是 3 沁 1 的 简单 图 , 试 给 出 66 一 1) 边 


着 色 使 


CD 一 $C 一 1， vtEFo), 


其 中 ctv) 是 顶点 5 的 色 度 . 
,26 证 明 引 理 ?7. 15. 


~ ~ 


(1) 和 你 安排 了 几 间 教室 ? 


{2) 能 否 减 少 教 室 而 课时 不 变 ? 
(3) 如 何 安排 只 要 3 间 教 室 的 课表 ? 


7.28 ”证 明 引 更 7. 17， 
“29 证 明 引 理 ?. 18. 


= 


7,30 图 7.18 是 中 国 邮递 员 问 题 
的 模拟 图 , 方 框 口 表 邮局 , 试 给 出 邮 道 
员 从 邮局 出 发 ,投递 完 邮件 后 又 回 到 邮 


局 的 总 路 程 最 短 的 投递 路 线 ， 
7.31 证 明 引 理 ?. 20 


7. 32 假定 有 x 个 工件 在 同一 台 机 
床 加工 , 相 继 两 个 工件 加 工 的 中 间 机 株 
有 一 个 调整 时 间 , 设 为 工件 i 到 工件 } 
的 调整 时 间 , 由 此 有 一 个 阶 调整 矩阵 


:27 对 于 习题 7, 22 的 排 省 表 问 题 ， 


表 7.8 


NEE 


如 


图 ?7.18 


了 二 (5)xxw 如 何 给 4 个 工件 排出 一 个 加 工 顺序 ,使 总 的 调整 时 间 最 少 ? 当 x 二 6, 设 有 $ 个 


工件 ,调整 矩阵 是 

0 
| 
2 
1 
! 


4 


ca 中 二 


4 


| 


2 


5 


一 


i 


j 
2 
3 
2 
5 


0 


斌 给 出 一 个 调整 时 间 最 少 或 近似 最 少 的 工件 加 工 顺 序 . 
7.33 给 出 竞赛 图 的 邻接 第 阵 互 如 下 , 求 有 向 哈密 顿 路 
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090110 01 
1 10 1 0 0 
.00 1 1 1 0 
H=|I0 1 0 8 1 1 1 
100000 
1 1001 0 
0 1 1 0 oy.0 0 


7.34 证 明 引 理 7. 21 
7.35 证 明定 理 7. 22， 
7.36 证 明定 理 7 了 ,23. 
7.37 《1) 画 出 4 个 顶点 的 竞赛 图 ， 
(2) 对 所 有 4 个 顶点 的 竞赛 图 分 别 排名 ， 
7.38 给 出 竞赛 图 4 的 邻接 扎 阵 五, 试 排名 ， 


0 11110011 
0010010000 
6000000 0900 
01101 1001.0 

0000000 
00101000 10 
1 1111100 10 
1 11111011 
0 1 10100000 
of111110 10 


7, 39 给 定 旅行 推销 员 问 题 的 权 和 矩阵 
A Bp Ce Db EF 


区 
B 
WW=0135 21 0 36 68 68 
Dp 
B 


. FIB0 70 68 61 13. 0 

试 由 算法 7. 13 求 最 小 权 了 哈密 顿 圈 并 给 出 其 下 界 , 设 初始 险 密 顿 图 是 C 一 4BCDEF4. 

7.4 用 算 靶 7. 14 重 解 习题 7. 39 的 旅行 推销 员 向 题 . 

7. 41 ” 著 在 街区 的 交叉 路 口 设置 闻 简 , 则 与 该 路 口 紧 相通 的 街道 都 能 使 用 所 设置 的 
邮 简 , 问 至 少 在 该 街区 设置 多 少 邮 简 才 能 保证 每 条 街道 的 居民 不 用 跨 过 交叉 路 口 而 使 用 
邮 简 ? 试 对 习题 7. 30 的 街道 图 给 出 具体 结果 ， 

7. 42 ”如 何在 关联 和 矩 阵 上 实现 算法 7. 17? 

7.43 ”用 算法 7. 18 能 求 出 图 7. 15 的 最 小 控制 集 吗 ? 
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7.44 ”中国 象棋 的 互 ,能 否 在 中 国 象棋 盘 上 从 某 一 方 格 出 发 ,正好 跳 达 每 个 格 点 一 
次 ?为 什么 ? 

7.45 ”中 国 象 棋 的 马 ,能 否 在 国际 象棋 盘 上 从 某 一 格 点 出 发 ,正好 跳 达 每 个 方 格 一 
次 最 后 回 到 出 发 的 方 格 ? 为 什么 ? 

7.46 已 知 4,8,C,D,8,F 与 0 共 7 个 人 ,4 会 讲 英 语 ;B 会 讲 英 语 与 汉语 :C 会 讲 英 语 ， 
意大利 语 与 俄语 1D 会 讲 汉 语 与 日 语 ;B 会 讲 意 大 利 语 与 德语 ;F 会 讲 俄语 ,日 语 与 法 语 10 
会 讲 德语 与 法 语 . 能 否 安 排 这 7 个 人 坐 在 一 张 略 虚 旁 ,使 每 个 人 都 能 与 自己 身边 的 两 个 人 
交谈 ? 

7.47 某 专业 有 9 个 研究 生 , 其 选修 课程 如 表 7. 9. 

束 7.9 


向 在 期 未 考试 时 ,至 少 要 分 几 场 考试 ,并 作出 考试 安排 . 

7. 48 ”证明 极 大 独立 集 必 是 极 小 控制 集 ,但 其 道 不 上 成立 

7.49 证 明 控 制 数 不 超 过 独立 数 , 即 

WG & 内 (C)， 

7.50 证 明 引 理 7. 25. 

7.51 求 加 7. 16 的 最 小 控制 集 , 用 算法 7. 19. 

7.52 图 7.19 是 某 城市 的 部 分 街道 图 ,一 辆 清扫 车 停 在 车 库 凶 的 位 置 .图 中 简 头 所 
指 为 单行 街道 ,其 余 街 道 篆 为 双向 行驶 . 假定 清扫 车 从 车 库 出 发 ,清扫 全 部 街道 后 回 到 车 
库 , 试 给 出 一 条 经 济 的 清扫 路 线 . 


图 ?.19 
7.53 设 图 C= (7 ,8) 是 中 国 邮 递 员 问 题 的 非 负 权 连 遂 图 ,6 不 是 欧 拉 图 ,天 是 复制 
边 集 使 
0 一 (FU 加) 
是 欧 拉 图 ,证 明 所 是 最 小 权 复 制 边 集 的 充 要 条 件 是 
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(1) 及 中 没有 平行 边 ， 
《2) 6 中 每 一 个 圈 上 所 有 复制 边 的 权 相 不 超过 该 圈 权 的 一 半 . 
.54 解 中 国 邮 道 员 问 题 首先 是 提出 所 有 坷 顶点 ,然后 附加 复制 边 使 其 都 成 为 偶 项 
点 ,再 由 习题 7. 53 在 图 的 每 个 圈 上 进行 调整 ， 因此 这 样 的 方法 称 为 奇偶 点 图 上 作业 法 . 试 
给 出 计算 步 又 
7.55 利用 习题 7. 54 的 计算 步骤 , 重 解 习题 7, 30 的 中 国 邮递 员 问题 . 
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第 八 章 ”网络 及 其 应 用 


$ 8. 1 网络 和 网 络 流 


巍 络 阿 题 在 前 几 章 中 已 经 遇 到 ,例如 最 短路 问题 ,最 小 生成 树 问 题 , 亚 配 问 题 ,中 国 上 邮 
递 员 回 题 ,旅行 推销 员 向 题 等 , 本 童 将 对 网 络 问题 作 进一步 讨论 . 

定 兴 8.1 称 和 NW 二 (VF,B,c, 革 ,了 ) 为 一 个 现 络 ,如果 

CC 一 人 ,38) 是 一 个 有 向 图 ， 

(2) 是 如上 正 整 数 函 数 , 称 为 容量 函数 ,对 每 英 边 eefe) 称 为 边 " 的 容量 ， 

(3) 苹 与 了 是 7 的 两 个 非 空 不 相交 子 集 , 分 别称 为 和 的 发 点 集 与 收 点 集 , 一 
VA\CX U 7) 称 为 8 的 中 间 点 集 . 天 的 顶点 称 为 发 点 或 源 , 了 的 顶点 称 为 收 点 或 汇 池 的 顶点 
称 为 中 间 点 . 

”在 一 个 网 络 中 ,通过 每 条 边 的 流量 可 看 成 边 集 马上 的 一 个 函数 , 它 受 两 种 限制 ， 

(1) 边 的 流量 不 能 超过 边 的 最 大 输 兴 能 力 , 即 流量 不 能 超过 容量 ， 

(2) 在 每 个 中 间 点 , 流 进 与 流出 该 顶点 的 总 流量 相等 , 即 保 持 中 间 点 的 流量 平衡 - 
由 此 我 们 有 下 面 的 定义 . 

定义 8.2 设 入 是 一 个 网 络 ,J 是 百 上 整数 值 函 数 ,如 果 


(1) 0 fe) SE ele), e EB, (8, 1) 
(2) >，Je) 一 > fle),vEl, (8. 2) 
人 二 fr 了 


则 称 了 是 网 络 立 的 一 个 流 , fle) 是 边 e 的 流量 . 条 件 (8. 1) 叫 容量 跟 制 . 条 件 (8. 2) 叫 守 恒 
条 件 . 

例 8.1 如 图 8.1 的 网 络 有 2 个 发 点 zj 与 x2;3 个 收 臣 yg 与 #14 个 中 间 点 14150,54 
与 名 ,在 箭 杆 旁 的 2 个 数 ,左边 是 流 殿 ,大 边 起 容量 . 


图 .1 网 络 与 网 络 流 
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设 4 刁 ,引入 记号 
六 Cd 全 > fe)， 
rE A 


f (4 全 Je)， 
eeEN CA} 
则 守恒 条件 (8. 2) 可 写 为 
f+) = ,EL, 


(8, 3) 


{8. 4) 


(8. 5) 


定义 8.3 设 了 是 网 络 的 一 个 流 ,4 三 了 , 则 称 六 (4) 一 广 (4) 为 流出 4 的 合成 流 


量 , 六 64) 一 他 (4) 为 流 人 4 的 合成 流量 
引 理 8 1 设 1 是 网 络 六 的 一 个 流 , 则 
1 (Ro X=) DD), 
即 流出 发 点 集 久 的 台 成 流量 等 于 流入 收 点 集 了 的 合成 流量 (可 题 8. 2)， 
贞 引 理 8. 1 得 下 面 的 定义 ， 
定 祥 8. 4 设 f 是 网 络 Y 的 一 个 流 , 则 了 的 流 值 va 7 定义 为 
va f= ft (X) ~ (A), 
即 流 值 是 发 点 集 的 流出 量 , 也 是 收 点 集 的 流 人 量 ， 
例 8.2 8. 1 中 网 络 尽 的 流 了 ,其 流 值 为 
va f= zl 十 ED 十 和 二 se ， 
= fn) 十 了 pa 十 人 oa 十 了 (na = 6, 
任何 一 个 网 络 入 = (7F,B:cX7) ,都 等 价 于 一 个 发 点 和 一 个 收 点 的 网 络 
A = FB! gf), 
《ID PF' 二 PU (8 好 1$ 与 1 分 别 是 入 的 发 点 与 收 点 ， 
C2 FE = BU {lr EE XU {Or ET}, 
(C3) ele) = cle) se E Eyess) = oo rE RC) = 0, EY, 
例 8.3 图 8.1 的 网 络 等 价 于 图 8.2 的 网 络 .图 中 第 杆 旁 的 数 是 (fe')， 


图 8.2 一 个 发 点 与 一 个 收 点 的 网 络 
对 于 网 络 站 一 人 Beat 显然 有 
va =f ts) = (00. 
在 图 8&2 中 wval = 二 了 {syz1) 十 ex 人 
一 CN 十 了 (et 十 了 = 6. 


(8. 6) 


(8,7) 
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§ 8.2 最 大 流 和 最 小 着 


定 六 8.5 设 育 二 (FV ,essrtl) 是 一 个 网 络 ,了 是 一 个 流 , 若 不 存在 流 了 使 
| val 六 > val f， 
则 称 了 为 六 的 最 大 流 . 
若 4EPscE 4E A; 则 
CA,A) 全 N+ (4) 
称 为 网 络 的 一 个 割 , 而 
cap (A,A) EO Dele) le € (4,2)} 
称 为 割 (4,4) 的 容量 .天 是 一 个 割 , 若 不 奔 在 割 本 使 
vap 天 < cap AF, 
则 称 关 为 的 最 小 割 ， 
定理 8.2 . 设 了 是 网 络 N 的 意 ,(4, 们 是 一 个 割 , 划 
{1) val 了 一 着 (4 一 三 (4)， 
(2) val f tap (A14). 
证 ”由 定义 ， 
va] 站 一 8, 
1 人 10 ,ea 
在 4 上 求 和 ， 
val 了 一 之 人 C9) — 广 (2)), 


再 由 习题 8. 1 即 得 式 (8. 8)， 
由 式 (8. 8)， 
valf= 3 Jo 一 > He) 


四 rE NA 


= cap {4,A), 

故 式 (8, 9) 得 证 。 证 毕 . 

定理 8.3 设 了 是 流 , 天 是 割 , 若 

val f = cap 天 ， 

则 了 是 最 大 流 , 玉 是 最 小 割 . 

证 设 六 是 最 大 流 , 天 ”是 最 小 割 , 则 

va 子女 val 有" 之 cap KK' SO cap KF, 

故 得 证 . 

例 8.4 对 图 8.3 的 网 络 入 共有 8 个 出 ,如 表 8, 1 
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‘8, 10) 


的 
Vs 


向 
Ya: 


要 


2.2 


图 8.3 最 天 流 和 最 小 审 


表 8.1 网 络 的 割 
{s} (ss ni) Ce, ne) 6 


{stb} 
{snr} 
{sn3} 


{septs) 


Cons) tot) 


Cn Ch) pa) 


(Carp ye Co ney CHa pi) Cha ud) 


《nz mad th et 


{sp ns} 《sz 


{sbzr ve) ari dna md) rym Cnt) 


{ny (ng) 


{sun rr a} 


在 表 8. 1 中 打 "* ”者 为 最 小 割 容量 . 图 3.3 中 的 流 的 流 值 为 5, 等 于 最 小 割 容量 , 放 它 
是 最 大 流 . 

下 面 将 证 明定 理 8. 3 的 道 定理 亦 成 立 , 即 网 络 的 最 大 族 值 与 最 小 割 容 量 必 相 等 . 

引 理 8 4 设计 = (VF ,Beysyt) 是 一 个 网 络 ,8 二 1 和 2, 今 作 鲍 一 (V7 ,27)， 

一 {0,1, 7W} , 边 0 表示 边 必 ,s) 并 称 为 返回 边 , 其 容量 为 co, 则 求 立 的 最 大 流 等 价 于 

求 0° 的 满足 容量 限制 的 环流 并 使 返回 边 的 流量 尽 可 能 大 (习题 8. 11). 

定理 8. 5( 最 大 流 一 最 小 割 定理 ) ”网 络 的 最 大 访 值 等 于 最 小 割 容量 ， 

证 ” 设 四 = (gorgrr… sg 是 9 的 满足 容量 限制 的 环流 且 ww 尽 可 能 大 .给 久 的 边 
如 下 着 色 ， 

《1) 返回 边 荐 黑色 ， 

(2) gs = 二 0 的 边 i 着 黑色 ， 

(3) 0 之 gp 之 6 的 边 i 荐 红色 ， 

(4) gy 二 6 的 边 i 着 绿色 、 
车 出 现 定理 1. 14 的 情形 1, 即 有 阳 & 含 返回 边 ,不 含 未 着 色 边 , 且 黑 边 与 返回 边 同 向 , 绿 边 
与 返回 边 反 向 . 设 较 相应 的 圈 向 量 是 ,不 妨 设 返回 边 0 的 分 量 为 十 1, 即 

返回 边 黑 边 银 沁 纤 边 
下 一 人 十 上 
于 是 迪 十 4 是 名 的 六 是 容量 服 抽 的 环 六 且 汉 回 边 的 这 量 更 大 , 计 夺 因此 必然 出 现 定理 
1. 14 的 情形 2, 即 有 会 授 回 边 的 余 国 [4,4, 余 圈 不 含 红 边 , 黑 边 与 返回 边 间 向 , 绿 边 与 运 
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回 边 反 向 ,不 妨 设 sE 4 E 万 , 则 有 
+d) 一 人 eE[44]|le 绿 边 }， 
(4 = {re € [4,41le 黑 边 }， 
出 引 理 8.4,p 二 《gir ,pn)? 是 六 的 流 是 
val yw 一 qn 一 > 更 一 >， 凤 


1E Nt ea) EN (A) 


一 >) c= cup N+ CA), 
AE Nt ea 


再 由 定理 83,9 是 最 大 流 , 和 N+ (4) 是 最 小 荐 .证 毕 ， 
$8.3 应 应 用 一 一 最 大 流 问 题 


例 8.5 由 煤矿 s 通 过 图 8. 4(4) 的 网 络 运 送 煤 到 城市 1, 间 最 大 运送 量 是 多 少 (单位 百 
万 吨 )? 


5 V3 5 vy 
5 5 1 2 5 ] 
Vl 3 1 1 1 
ta) {b) te) 
9 Vy Ry 3,3 De 5 Wa 
二 
1 4 4.5 44 5 “ 
4 
Vv, ? vi 3.3 t Vi -3 t 


图 $4 {tay 网 络 6 ~ te} 调 业 过 程 〈 刀 最 小 割 
从 零 流 开始 ,在 图 8. 4(9) 中 任 选 半路 P， 
P= sht, 

沿 P 从 s 到 可 增加 运送 流量 3, 于 是 得 (2). 

在 翁 ), 沿 s-t 路 P= svit 可 增加 运送 流量 3, 于 是 得 (ec)， 

在 (0 , 沿 st 路 P= svivzt 可 增加 运送 流量 1, 于 是 得 (4). 

在 (4), 没有 st 路 ;不 可 能 再 增加 运送 流量 ,算法 过 得 终 十 ， 

综合 (a) ~ (d) 的 过 程 ,得 这 了 如 (e) 所 示 , 其 度 值 为 7. 

从 (1), 有 一 个 割 的 容量 是 7, 故 由 定理 8.3, 所 得 到 的 流 是 最 大 流 , 中 从 :到 :的 最 大 运 
送 量 是 7? 百 万 吨 . : 

从 例 8.5 看 到 , 求 最 大 流 的 一 个 证 发 式 算 法 是 从 网 络 的 任 一 流 开始 ,再 沿 s-! 路 P 尽 可 
能 增加 流量 , 当 不 能 再 增加 流量 时 终止 . 因此 称 这 样 的 算法 为 单 向 调整 法 . 我 们 还 看 到 , 沿 
二 路 了 增加 运送 的 最 大 流量 就 是 了 的 边 的 最 小 容量 , 称 为 P 的 容量 ， 
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定义 8.6 设 P 是 网 络 六 的 直路 , 则 
ep) = min {ele) |e € ECP))} | C8, 11) 
称 为 的 容量 . - 


算法 8.1 最 大 流 的 单 向 调整 法 

设 网 络 吕 一 (Ficyso, 流 了 一 站. 

第 1 步 ” 若 没有 st 路 ,终止 .了 为 所 求 - 

第 2 步 任 取 si 路 P, 则 沿 P 可 增加 运送 流量 clP) 而 得 新 的 流 , 即 令 


fle) 十 CCP)e E ECP), 
fe) = 

file) , 葆 则 。 

ee — etP),e EE ECPY, 
cfe] 一 

cie) ;区 则 . 


第 3 步 ” 令 = {elcte} > 0}. 

第 4 步 “” 令 有 一 互 ,返回 第 ! 步 . 

算法 8. 1 称 为 单 向 调整 ,是 因为 只 考虑 沿 s-! 路 尽 可 能 多 地 增加 运送 流量 . 这 对 局 部 
来 说 是 最 好 的 ,但 对 整体 来 说 未 必 是 最 好 的 ,如 下 面 的 例 . | 

例 8.6 按 单 向 调整 法 重 解 图 8. 4(a) 的 网 络 . 任 选 s-t 路 

P= stb2t, 

clP) 一 4, 经 单 向 调整 即 沿 P 尽 可 能 增加 运送 流量 ,如 图 8. 5Ca). 

在 tj), 沿 s-t 路 P= svt 单 向 调整 得 (). 

在 t) ,不 邦 在 wt 路 ,终止 ,得 流 了 如 (ce) ,其 流 值 为 5, 显然 这 不 是 最 大 流 , 


号 3 i 


1 3 i 
{x} tb) | (ey 


图 8.5 单 向 调整 过 程 站 

单 向 调整 未 必 求 出 最 大 流 , 如 例 8.6. 其 原因 在 于 #-t 路 不 唯一 ,而 一 旦 选 定 s-t 路 了, 则 
尽 可 能 沿 P 多 运送 流量 . 把 单 向 调整 改 为 双向 调整 即 可 克 最 这 一 缺点 .所 谓 观 向 调整 法 即 
沿 s-t 路 P 增 加 运送 流量 cl 了 ) 得 到 新 的 流 让 之 后 ,对 每 条 边 e E (CP), 意 昧 着 沿 。 存在 双 
向 选择 ; 沿 。 的 方向 可 增加 运送 流量 为 cte) 一 户 te) , 澡 。 的 反方 向 可 运送 流量 为 六 Ce), 即 
沿 。 的 方向 可 减少 运送 流量 为 了 (e)， 

例 8.7 按 双 向 调整 法 重 解 图 8. 4(e) 的 网 络 . 

同人 恒 8.6 一 拌 , 选 s-t 路 P= svivat, 由 双向 选择 原则 得 图 8.6Cq), 图 中 虚 边 表示 反 向 流 
动 的 边 . 

在 (0), 同 例 8.6 一 拌 , 选 #-t 路 P= sob, 由 双向 选择 原则 得 06)， 
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在 (4) 有 SL 路 P= snlt, 由 于 边 Cvs 1) 是 虚 边 ， 故 灌 (aaa) 运送 ceP) = 2, 即 沿 
(v1 ,v2) 减少 运送 ep) = 2, 由 此 得 ce)， 
在 (te) 不 序 在 s-i 踏 ,终止 ,得 流 了 如 (dj) ,val 了 一 7. 由 例 8.5 知 f 是 最 大 流 ， 


(tc) 


图 8.6 双向 调整 过 程 

注意 到 对 图 8, 4(e) 的 网 络 的 双向 调整 求 得 最 大 流 , 下 面 证 明 双 向 调整 必 能 求 得 最 大 
流 . 

定义 8.? 设 了 是 网 络 六 一 (Pei 的 一 个 流 , 网 络 NA) 一 (Fens: 昌 称 为 
Y 关于 流 了 的 伴随 网 络 , 恕 果 

(DD 可 = 

(2) 对 每 条 边 (ao) € 卫 ， 

车 ffaz) 一 0, 则 
Co) EE ,oun) 一 0 
车 了 419) 二 etuyv), 则 
Ca EE BR, op a) = elurp); 
若 匀 过 fF80) 之 clayy), 则 
人 asp) EE BY oat) 一 Ca) 一 ep 
Cu) E BL, eftpya) = fu ny, 
并 称 如 的 边 为 顺 向 边 ,的 边 为 反 向 边 . 

由 定义, 车 (a2) € 本 , 则 orta,v) 表示 沿 旺 向 边 (u44) 可 增加 运送 的 最 大 流量 . 若 
(ww) EE 下, 则 Cv,w) 表示 没 反 向 边 (v,a) 可 增加 运送 的 最 大 流量 , 即 沿 原 网 络 Y 的 过 
(u,v) 可 减少 运送 的 最 大 流量 . 

引 理 8.6 设 入 (Jf) 是 两 络 避 关于 流 / 的 伴随 网 络 ,PF 是 计 () 中 的 s-t 路 ;6 是 不 超过 
otp) 的 正 整 歼 , 今 

ro 十 5(asa)y EE ECP) NN BD, 
laut) 一 Fo) 一 和 (pa) €E ECPY 让 型 ， 《8. 12) 
Le ”其它 ， 
则 六 是 六 的 一 个 流 ( 习 题 8 14)， 

由 引 理 8.6 得 下 面 的 定义 ， . 

定义 8.8 由 式 (8,12) 定义 的 记 称 为 网 络 说 的 流 了 关于 P 与 5 的 修改 流 . 若 取 
5 二 2(P), 则 记 襄 为 并 称 为 流 / 关 于 P 了 的 修改 流 . 
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引 理 8.7 ” 设 广 是 网 络 六 的 流 f 关 于 P 与 5 的 修改 流 , 则 
va 六 一 val 了 十 人 (8, 13) 

(习题 8, 15)， 

引 理 8.8 设 f 与 (4,4) 分 别 是 飓 络 六 的 流 与 删 , 则 val 二 cap (4,4) 的 充 要 条 件 荐 
在 六 (了) 中 

《dd) = i. 

(习题 8. 16). 

定理 8.9 /是 NN 的 最 大 流 的 充 要 条 件 是 ,在 六 (f) 中 不 存在 半路 . 

证 ”必要 性 ”车 入 (1) 中 有 i 路 P; 则 由 式 (8, 13) ,可 得 修改 流 六 val 了 >> val 7, 矛 
盾 ， 

充分 性 ”设计 (f) 中 不 存在 s-! 路 , 令 

4 一 {8| 在 育 (f) 中 有 = 路)}， 

则 * A 必 志 万 且 在 NC(f) 中 4 只 有 人 边 , 即 在 不 (站 中 (Cd 本 一 好 .由 引 理 8.8,val f= 
cap (4,4) ,再 由 定理 8.3,f 是 最 大 流 。 证 毕 . 

由 定理 48. 9 可 得 求 最 大 流 的 双向 调整 方法 . 双向 调整 是 由 伴随 网 络 实现 的 , 在 伴随 网 
络 六 (1) 中 从 a 生长 一 梨 肛 序 树 T, 若 i 能 生长 到 个 , 则 北向 追踪 得 入 (7 中 的 #-! 路 了, 再 由 
式 (8. 12) 作 履 改 流 了 ,其 流 值 增加 c'CP); 若 不 能 生长 到 了, 则 已 得 最 大 流 ， 


算法 8.2 最 大 流 的 双向 调整 法 
设计 = (cea 了 是 初始 流 ， 
T 表 NU) 中 以 * 为 根 的 有 序 树 : 正 表 在 有 序 树 了 中 已 生长 完成 的 顶点 好 中 每 个 顶点 
如 下 获得 2 个 标号 ta) 与 2to. 设 是 了 上 唯一 的 *z 路 , 则 和 to) 表示 P 的 容量 ,ts 人 9) 
表示 在 PP 上» 的 父 顶 点 ; 即 有 
和 人) = oP), 
十 xy 当 (u,5) € BCP) 门 员 ， 
一 如 Bu v) € BECP) 站 中， 
第 1 步 ， 令 了 一 {a} i083) 一 coy ffs) 一 5 史 一 苛 ， 
第 ?2 步 ” 着 Ta= 妇 , 则 了 是 最 大 流 , (7 了 ,总 是 最 小 制 . 
第 3 步 ” 取 RR 中 第 1 个 顶点 4 作为 生长 顶点 . 
第 4 步 ”在 NC 中 割 (7,T) 不 存在 以 “为 起 点 的 有 向 边 , 令 有 一 下 U tw}, 转 第 2 步 . 
第 5 步 。” 取 (tz,p) € 人) , 令 
了 一 了 U {?}, 
it) = min {ht ,ctr,s)}, 
Fu Gat) € Bs 
一 Hp) EE 有 


Ford-Fuikerson 算法 


《8. 14) 


{tv) = ‘8. 15) 


ttv) 一 


第 6 步 ” 若 "天 纪 转 第 4 步 ， 
第 7 步 ”站 向 妃 踪 求 出 叶 路 忆 
第 8 步 ” 对 (u,v) E BCP), 令 
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jap) ,fts) = 
GD 一 
转 第 1 步 . 
关于 算法 的 收敛 性 由 下 面 的 引 理 给 出 . 
引 理 8.10 ”算法 8.2 在 有 限 步 后 求 得 最 大 流 ( 习 题 8. 17). 
例 8.8 用 算法 8.2 求 图 3.4(9) 的 最 大 流 , 设 初始 流 为 零 流 . 其 过 程 如 图 8. 7. 


ff3,+Vi 1 


Vit5,+8) V2(3,+5) 
Sm:$) 
P=5t,c tp)=3 


上 [3 十 wa 


WtH) Vit3, +8) 


Sm, 3) 


P=,e (Dp)=3 


fl,+Y2) 


Vz{2,+V1) 
WC2, 4+) 
Fm, s) 
P= PT ,eC (P= 1 
Wal, + ) 
Vil, t+) 


so 人 设 有 s-t 胶 
但 最 大 流 


图 87 双向 调整 算法 
网 络 NW 中 租 杆 旁 的 数字 是 (ff. , 件 幅 网络 N(f) 由 稍 杆 谊 的 数字 是 地 
8.4 应 用 一 -一 最 小 代价 流 问 题 

例 89 图 8.8(4) 的 问 络 是 附加 代价 的 两 络 , 每 条 边 有 2 个 数 对 应 ,左边 一 个 数 囊 示 
容量, 在 边 一 个 数 表 示 代 价 . 边 的 代价 表示 没 该 边 的 单位 运 价 . 在 图 8.8(6) ,00) 与 (4) 中 
分 别 给 出 流 值 为 4 的 3 个 流 , 箭 杆 旁 的 3 个 数 从 左 到 右 分 别 是 边 的 流量 ,容量 与 代价 , 对 
(9 te) 与 (4) 三 个 具有 代价 的 网 络 , 其 总 的 代价 分 别 是 28,24 与 15. 换言之 , 流 值 相同 而 
代价 却 不 同 , 问 题 是 如 何 求 代价 最 小 的 流 ? 
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Ts) {hj Te [|] 


- 图 8.8 共 代 价 的 网 络 与 网 络 流 
定 沁 8.9 设计 = 人 ,Bo 是 一 个 网 络 , 若 每 条 边 e 对 应 一 个 实 才 wle)， 称 为 边 e 
的 代价 ,这 样 的 网 络 称 为 具 代 价 的 网 络 , 记 为 


六 一 【下 Cs。 


若是 一 个 流 , 则 
wl) = (eanfe] (8, 16) 
丰 本 . 
称 为 流 了 的 代价 . 车 了 是 一 个 流 ,val 六 二 + 县 . 
w(f*) 二 min {aw(f)|f 是 流 且 val f= 二 和 《8. 17) 


则 了 * 称 为 流 值 4+ 的 最 小 代价 流 . 若是 最 大 流 值 , 则 称 /* 为 最 小 代价 最 大 流 ， 
用 穷 举 法 可 以 验证 ,图 8.8(4) 是 流 值 4 的 最 小 代价 流 ( 习 题 8. 21)， 
定义 810 设计 二 全 如 c4t0y8; 四 ; 称 

NO = Be es) 

为 不 关于 流 了 的 具 代 价 的 伴随 网 络 ,如果 

Cy ,于 ,0 st) 是 0 ,8,c,s,t) 的 伴随 网 络 ， 


(2) 对 的 边 的 代价 定义 为 | 
; we), ee 把 中， ， ， 
wi) ee (8, 18) 
定 双 8.11 设 下 ( 门 是 具 代 价 的 伴随 网 络 ,@ 是 入 QF) 中 的 有 向 圈 ; 刚 … 
og) = min {eCe) le € BEC)) 机 《8. 19) 
称 为 怠 的 容量 . ~ : ， 


引 理 8. 11 设 N() 是 具 代价 的 伴随 网 络 ,@ 是 六 (UJ) 中 的 有 向 图 , 令 
| 十 ep) EE BO) 门 品 ， 
(ao 一 0 一 人 Ce E BQ) NN EL, (8. 20) 
ges) + 其它， 
则 天 是 六 的 一 个 流 ( 习 题 8.22). 
由 引 狂 8. 11 得 下 图 的 定义 . 
定义 38.12 由 式 (8. 20) 定义 的 刻 称 为 流 f 关 于 8 与 的 修改 流 ， 车 取 6 二 oo)， 则 
记 有 ,为 了 ,并 称 为 流 f 关 于 9 的 修改 流 ， 
引 理 8.12 设 了 是 流 f 了 关于 与 5 的 修改 流 , 则 
val fo = val f, ， (8. 2]1) 
ws) = wf) 十 0), {8. 22) 
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(习题 8. 23)， 
定理 8. 13 


设 f 是 具 代价 的 网 络 训 的 流 , 其 流 值 为 4, 六 Cf) 是 具 代 价 的 伴随 网 络 , 则 


了 是 辛 值 4 的 最 小 代价 流 的 充 要 条 件 是 , 台 (7) 中 不 存在 有 向 圈 8 使 wt@) 之 9, 即 和 OD) 中 
没有 负 回 路 (习题 8. 24)。 

以 上 和 提供 了 求 流 值 2 的 最 小 代价 流 的 方法 , 先 求 出 流 值 4 的 流 卫 车 入 (f) 中 没有 负 回 
路 , 风 了 是 流 值 4 的 最 小 代价 度 . 车 入 (站) 中 有 旬 加 路, 作 了 关于 日 的 修改 流 了 ,了 保 畦 流 值 
不 变 而 代价 减少 |e*CQ)wrt8)1. 用 了 代替 了 重复 迁 代 ,直至 求 出 最 小 代价 流 . 换言之 ,算法 
的 基本 思想 是 保持 流 值 不 变 而 途 步 减少 代价 . 


算法 8.3 最 小 代价 流 的 久 回 路 算法 
设计 二 ,Bcyw,81t) 是 上 其 代价 的 网 络 . 


第 1 步 
第 2 步 
第 3 步 
第 4 步 
例 8.10 
程 如 图 8. 9. 


求 流 值 2 的 流 上 

作 具 代价 的 伴随 网 络 和 NC， 

大 mtf) 没有 负 回 路 ,了 是 流 慎 4 的 最 小 代价 流 ,个 ， 

设 昌 是 负 回 路 , 作 了 关于 9 的 修改 流产 令 了 二 了 , 转 第 2 步 ， 

求 图 8. 8Ca) 的 流 值 4 的 最 小 代价 访 , 设 图 8.8C4) 的 流 为 初始 流 .其 解 的 过 


= 
(QI = 


We) 到 
EO OI = 


WD) = -3 
人 we 的 = 


7 42 4 


mW 0365 t 6 t+ 


Wf =14—9=15 


图 B.9 负 回 路 算法 


网 络 中 第 杆 装 的 数字 是 (f,c.w) , 具 代 价 的 伴随 网 络 N(f) 中 征 杆 旁 的 数字 是 (ec*.w} 
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定理 8.14 设 f 是 入 中 流 位 的 最 个 代价 流 ,P 为 立 (站 ) 中 最 短 扩 路 (关于 权 ww1)， 
3 为 不 超过 不 (P) 的 正 整 数 , 则 了 关于 了 与 5 的 修改 流 访 是 六 中 法 值 为 (3 十 5) 的 最 小 代 
价 流 ， 

证 ”由 引 理 8.7 和 定理 8.13, 只 和 需 证 在 NCj,) 中 没有 负 回 踏 , 设 入 (j) 中 有 人 负 问 路 @ 
因为 六 QJ) 不 会 负 辐 路 ,而 入 Cs) 是 大 认 (7) 中 改变 茶 些 边 而 得 到 的 ,所 以 外 必 合 边 。 二 
Go 其 代价 为 一 wte) ,而 边 (v,w) 是 的 边 ,如 图 8. 10, 车 用 一 e 化 兰 P 的 边 tv,w), 则 
大 5 到 2 的 长 是 CwtP) 十 wl)), 且 满足 

if 十 wl) < wpP), 
此 与 P 为 最 短路 蔬 征 ， 证 毕 . 


y a 

7 “、 
及 
1 


5 
P - ~ mo 
€ 


( 


一 一 


图 8.10 
由 此 , 求 注 值 4 的 最 小 代价 流 的 另 一 方法 是 保持 最 小 代价 而 逐步 增加 闹 值 . 任 取 一 个 
流 值 + 的 最 小 代价 流 f, 则 六 (1) 中 没有 负 加 路 , 故 可 求 出 WO) 中 最 短 #-t 路 PL 关于 权 ww)， 
A ， 
6 = min {cP) ,2 一 val 用， ' 
并 作 了 关于 了 与 8 的 修改 语 记 , 则 上 6 是 流 值 (val 了 十 的 的 最 小 代价 流 . 再 以 六 代 了 ,重复 选 
民 直 至 求 出 流 值 的 最 小 代价 流 ， 


算法 8. 4 最 小 代价 流 的 侈 加 算 靶 
设 丈 一 (Beciyst, 没 有 权 如 的 负 国 路 . 
第 1 步 ” 求 流 值 不 超过 4 的 最 小 代价 流 /例如 等 流 ). 
第 2 步 车 valf 了 = 和 则 了 是 流 值 的 最 小 代价 流 , 否则 作 具 代价 的 伴随 网 络 Nt7)， 
第 3 步 《” 若 We1) 中 没有 es- 路 , 则 丈 中 没有 流 值 % 的 流 , 此 时 ,了 是 最 小 代价 最 大 流 . 
第 4 步 ” 设 P 是 最 短 s-t 路 , 令 
jo 二 min {er CP) 一 val f}， 
作 了 关于 疡 和 5 的 履 改 流 让. 令 
了 一 六 va 了 一 val 了 十 1 
转 第 2 沙 ， ' 
例 8.1! 求 图 8.8(4) 的 流 值 4 的 最 小 代价 流 , 设 初始 流 为 等 流 . 其 解 的 过 程 如 
图 8.11. 
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“* valf =4 
缆 流 值 4 的 
最 小 代价 流 


val 三 村 1=4 


图 &. 11 法 加 算法 
网 络 W 中 箭 杆 旁 的 数字 是 (f,e,e), 具 代价 的 伴随 网 络 Nf 中 箭 杆 旁 的 数字 是 Co 


$8.5 ”上 应 用 -一 开关 网 络 


本 8.13 ”一 个 二 端 元 件 称 为 开关 ,如 果 答 有 二 个 状态 , 接 通 状态 和 断 开 状态 , 在 接 
态 开 关 两 端 电 访 流 通 , 在 断 开 状 态 开 关 两 端 电流 不 流通 , 开关 可 用 一 条 过 表示 , 边 的 
机 为 1 表 接 通 状 态 , 权 为 06 表 断 开 状 态 . 
由 开关 组 成 的 无 向 网 络 称 为 开关 网 络 . 换 言 之 ,开关 网 络 是 -- -个 无 疝 连通 图 ， 且 每 条 
边 对 应 一 个 布尔 变量 为 该 边 的 权 . 于 是 ,开关 网 络 的 边 可 看 作 是 一 个 布尔 变量 ， 
我 们 用 * 十 ” 表 布 尔 加 ,用 ":” 表 布尔 乘 ,用 *z*” 形 > 的 补 . 
定义 8&.14 设 六 是 开关 网 络 中 两 个 顶点 ,名 是 一 条 2%- 访 路 , 则 表示 路 疡 的 边 的 布 
尔 变量 的 漆 积 称 为 路 积 . 为 方便 ,我 们 把 路 的 边 集 或 路 积 就 作为 路 ， 
用 广 表 示 二 与 六 间 所 有 路 的 路 积 的 布尔 和 , 称 为 顶点 w 与 ”的 开关 函数 . 
例 8.12 图 8.12(o) 是 由 5 个 开关 组 成 的 开关 网 络 ,其 模拟 图 如 图 8. 12(5).5 与 o, 间 
有 4 条 路 :zyza} {zyzaszs) {zarzs) 与 {52 73174}. 于 是 顶点 加 与 硬 的 开关 羡 数 是 
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] xX] 十 32 {x1 十 2253 十 x 《十 Ya) 十 Ear 


pn £1 十 2 1 (zi 十 wa)ry 十 和 十 3)3354 十 Esra 
加 Cr 十 rz)54 十 zs (x) 十 Tz355 十 2 4 交 
Cx 十 za 十 Far Cri 十 gz)y2374 十 天 24 | 1 
(8. 28) 
Vi 
x 
加 | 
4 
五 
V2 
图 8.14 


注意 到 % 等 于 顶点 与 5 的 不 超过 一 个 开关 的 开 美 国 数 ,fu 等 于 顶点 与 +b 的 不 超 
过 Gx 一 1) 个 开关 的 开关 函数 , 故 答 易 得 到 下 面 的 定理 (习题 8. 36). 
定理 8.15 设 凶 与 下 分 别 是 有 4 个 顶点 的 开关 网 络 的 连接 算 阵 与 传输 矩阵 , 则 
入 一 1 “ (8. 29) 
定义 B817 车 开 关 网 络 的 每 个 开关 都 能 独立 地 接 通 或 断 开 , 则 称 为 单 接触 网 络 . 
由 定义 , 单 接触 疝 络 的 开关 变量 者 是 各 不 相同 的 ,因此 必 是 景 小 化 的 ， 
图 8. 13C2) 的 网 络 是 单 接触 网 络 , 园 8. 13{a) 与 图 8. 14 的 网 络 部 不 是 单 接触 网 络 ， 
定义 8.18 设 开 关 网 络 有 闸 条 边 ,顶点 “与 间 有 (条 路 , 令 
_ 人 边 ;不 在 第 i 条 路 上 ， 
" 1 边 7 在 第 :条 路 上 ， 
则 下 二 Coxn 称 为 顶点 4 与 ?的 路 矩阵 ， | 
例 8.15 单 接触 网 络 的 路 抢 阵 与 开关 范 数 有 着 对 应 关系 :开关 国 数 的 项 对 应 路 矩阵 
的 行 ; 在 开关 函数 的 第 i 项 中 ， 
= | 蛮 量 =” 出 现 ， 
”10, 变量 不 出 现 . 
例如 ,对 图 8.12() 的 5 与 ,从 开关 函数 式 (8.23) 可 由 上 而 的 对 应 关系 直接 写 出 路 矩阵 
| 0 0 Do 
0 1 0 1 
0 0 1 1 
1 1 1 0 
定义 8&.19 设 与 是 开关 网 络 的 两 个 硕 点 , 苔 附 加 一 条 边 w% 连接 久 与 使 网 络 图 
是 不 可 分 图 , 则 称 该 网 络 为 对 顶点 zw 与 vj; 是 不 可 分 的 ,有 时 也 简称 为 不 可 分 二 端 图 ， 
图 8. 13(5) 是 不 可 分 二 端 图 . 
不 可 分 二 端 图 的 一 个 总 要 性 质 是 , 任 一 图 能 天 为 两 条 wa 路 的 对 称 差 , 
定理 8.16 设 开 美 网 络 训 对 顶点 如 与 不 可 分 , 则 网 络 久 的 任 一 圈 能 崇 为 两 条 -wb， 
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《8, 30) 


上 
二 =|] 
0 
0 


路 的 对 称 莽 . 
证 ” 设 2 是 一 个 图 , 若 2 过 与 世 则 已 由 两 条 上 六 路 PY 与 PY 组成, 故 
t= PPD, 《8. 31) 
车 CC 过 不 过 码 , 设 加 是 CC 上 漠 于 sw 的 顶点 ,因为 不 是 分 离 点 ,元 有 -vj 足 不 这. 今 从 
vw 出 发 没 P 旅行 ,与 的 最 后 一 个 公共 顶点 是 加; 记 P 的 刀 -o) 段 为 BB. 顶点 如 分 C 为 册 条 
V5 路 PO? 与 P23 , 今 


Pi = PE UP PO = Pl UP 
刚 式 (8, 31) 成 立 .车 0 不 过 名 与 vn' 设 如 与 如 是 C0 上 相 异 两 斋 点 , 则 有 加- 踏 局 不 过 志 ， 
也 有 -wi 路 Pi 不 过 .从 出 发 沿 局 与 0 的 第 一 个 公共 顶点 是 z 记 PP 的 mv, 段 为 Pe 
从 出 发 沿 闫 与 C 的 最 后 一 个 安 点 是 w ,证 严 的 w-w 段 为 疡 了 预 点 与 分 2 为 两 条 ww-w 
路 Pa 与 P#', 令 
P=P UPPUP,, UP UP 

则 式 人 8. 31) 成 立 , 综 上 得 证 - 证 毕 . 

由 定理 8 16, 不 可 分 二 端 图 的 辆 向 量 能 表 为 路 矩阵 两 个 行 向 量 的 对 称 差 . 换言之 ,网 
络 的 所 有 图 能 由 路 矩阵 行 向量 的 对 称 差 产生 ， 

对 一 个 出 与 思 的 不 可 分 二 端 网 络 , 在 所 有 4-5 路 中 有 和 多少 条 足 是 独立 的 ?我 们 有 下 面 


定理 8.17 设 开 关 网 络 立 有 1 个 项 点 由 条 边 , 且 对 顶点 与 是 不 可 分 的 , 则 与 
本 的 路 矩阵 琴 的 秩 是 
mrf 帮 ) 一 下 一 1 十 2. (8. 32) 
证 ”用 边 zo 连接 4 与 村 成 新 的 网 络 入 6; 则 入 的 所 有 we 路 加 上 边 zo 枸 成 No 的 
含 zo 的 所 有 图 , 设 圈 答 阵 为 C, 则 
C= (W LUixenruby (8. 33) 
其 中 1 是 i 维 询 向 量 , 每 个 元 党 都 是 1, 由 定理 8.16,N 的 所 有 圈 出 下 的 任 二 行 竺 对称 差 得 
出 , 国 此 ,No 的 所 有 圈 能 由 的 行 的 对 称 莽 得 出 , 所 以 C 的 臣 等 二 Yo 的 圈 秩 , 即 
下 人 一 (下 十 1 一 2 十 上 一 下 一 5 十 2， 
又 ?7() 二 ?C0), 故 式 (8. 32) 成 立 ， 证 毕 . 
定义 8. 20 ”路 矩阵 的 任意 (mn 一 x 十 2) 个 独立 行 构 成 的 子 甜 阵 称 为 基本 路 矩阵 , 记 为 
/基本 路 矩阵 对 应 (mm 一 x# 十 2) 条 独立 的 路 , 称 为 基本 路 . 
现在 讨论 当 给 定 开关 函数 户 时 ,如 何 实现 这 个 网 络 , 即 设计 一 个 开关 了 网络 w 县 有 开 
英国 数 几 ， 
由 路 答 阵 与 开关 函数 的 对 应 关系 ,容易 从 给 定 开 美 函数 广 写 出 路 惩 阵 不 , 引入 边 mm 
从 网 络 六 得 网 络 入 。, 并 由 式 (8. 33) 得 矩阵 C. 对 C 经 行 变换 得 Wo 的 基本 圈 矩 阵 芒 , 然后 由 
定理 3, 27 写 出 基本 余 圈 和 矩阵. 因为 基本 余 轿 矩阵 与 基本 关联 短 阵 都 是 余 圈 空间 的 基 算 
降 , 所 以 从 色 经 行 变换 可 得 基本 关联 给 阵 4j. 再 从 4 得 关联 答 阵 44. 最 后 去 掉 边 的 列 即 
得 六 的 关联 矩阵 , 由 此 得 到 的 网 络 正 是 开关 国 数 f;; 的 实现 ， 


算法 8.5 ”开关 函数 的 单 接触 现 络 实现 的 算法 
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设 广 是 给 定 开关 函数 . 


第 1 步 
第 2 步 
第 3 步 


第 4 步 


第 5 步 
第 6 步 
第 7 步 
例 8. 16 


写 出 路 矩阵 环 . 
引入 边 sot 出 式 C8, 33) 构造 wo 的 会 z 的 转 矩 阵 &%， 
对 必用 对 称 差 求 基本 图 矩阵 
Br = (lostes Ds). 
由 定理 3. 27 写 出 基本 余 图 矩阵 
一 【《 琴 .7 ,1), 
用 初等 行 变换 化 @r, 使 每 列 至 多 2 个 1 而 得 基本 关联 和 矩阵 4 
在 4 补充 1]1 行 ,使 所 得 矩阵 每 列 正好 2 个 1 而 得 wo 的 关联 矩阵 4. 
在 4 中 去 掉 种 的 列 即 得 立 的 疯 联 算 阵 ,此 即 开关 函数 方 的 单 接触 网 络 实现 
给 定 开 关 函 数 如 式 (8- 24) , 求 其 实现 ， 


首先 由 式 (8. 24) 写 出 路 矩阵 


| 
A 
心 一 
一 号 
心 一 
一 ”一 
- 


再 由 式 (8. 33) 写 出 矩阵 0， 


在 2 中 已 经 有 一 个 单位 阵 , 故 


让 此 察 出 @i， 


.并 | Ta Ts 


Br 一 ( 0 | 1 = Ca Bz), 
0 1 ， 


Ty Xs Ty 
1 0 0 
0 1 

0 0 1 


把 & 的 第 | 生 加 到 第 2 行 ,使 每 列 至 多 2 个 ! 而 得 到 基本 关联 逢 阵 4， 


Hl de Ey wo 

1! 0 1! 00 
oo 1 1! 1 0 
| 1 0 .01 


重 


附加 工行 ,使 4 每 列 正好 2 个 1 得 关联 矩阵 4， 
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YL a Rs 1 Xo 


1 9 


一 一 已 心 


1 
0 1 1 
1 1 0 
0 0 0 


去 掉 2 的 列 得 Y 的 关联 矩阵 


二 
一 


Ee 一 二 
一 
- 


这 正 是 图 & 130(2) 的 开关 网 络 ， 
$8.6 ”应 用 一 一 网 络 计划 技术 

网 络 计划 技术 又 称 统筹 方法 ,是 在 国防 .工业 ,经 济 , 管 理 . 基 本 建设 等 方面 组 织 实 施 
工作 计划 的 一 种 数学 方法 . 大 量 实践 说 明 , 网 络 计划 技术 能 使 计划 工作 做 到 统筹 沼 顾 ,全 
面 安 排 , 抓 住 关 键 , 对 于 生产 技术 复杂 或 者 路 部 门 跨行 业 的 大 型 工程 甘 划 ,或 大 狸 科研 计 
旭 , 网 络 主 划 技 术 的 优点 尤为 突出 ， 

定义 8. 31 ”一 项 工程 由 若干 相互 独立 的 活动 组 成 ,每 个 活动 你 为 工序 . 相 邻 两 个 工 
序 在 时 间 上 的 分 界 点 称 为 事项 , 它 表 示 紧 前 工序 的 辣 束 和 紧 后 工序 的 开始 . 我 们 用 顶点 家 
示 事项 ,用 有 向 过 表示 工序 边 的 起 点 表示 工序 的 开始 , 称 为 该 工序 的 开工 事项 ;终点 表示 
工序 的 结束 , 称 为 该 工序 的 完工 事项 . 边 的 权 是 工序 的 完成 时 间 , 用 一 个 顶点 胡 示 整个 工 
程 计 划 的 开始 ,该 项 点 称 为 起 点 事项 ， 用 另 一 个 项 点 表示 整个 工程 计 旭 的 结束 + 该 顶点 称 
为 终点 事项 . 这 样 就 得 到 一 个 网 络 站 一 (Pose, 其 由 口 一 LP ,58) 是 赋 权 有 向 图 ,每 条 
边 e € 有 一 个 权 wle) 即 该 工序 的 完成 时 间 ,s 是 起 点 事项 ,t 是 终点 事项 , 称 为 工程 贺 络 
或 统筹 图 . 

设 e 一 人 让, 则 e 的 权 zke) 也 记 为 如 j 

工序 表示 一 项 活动 , 需 消 耕 资 源 , 需 一 定时 间 . 事项 是 时 间 的 瞬间 , 雪 示 工序 的 开始 或 
结束 ,不 消耗 资源 ,也 不 需 时 间 ， 

一 个 工程 网 络 应 注意 下 列 五 方面 

《5 工序 是 具有 相对 独立 性 的 活动 ,不 同 的 工序 用 不 同 的 刘表 示 , 反 过 来 ,不 同 的 访 
也 表示 不 合 的 工序 ,并 且 不 能 有 平行 边 , 兰 则 造成 工序 相对 独立 性 的 混乱 . 

(2) 能 头 方向 表示 工序 的 须 序 关系 . 车 工序 4 是 工序 总 的 紧 前 工序 , 则 表示 工序 4 的 
边 的 完工 事项 ,就 是 表示 工序 3 的 边 的 开工 事项 , 箭 尖 方向 从 诺 到 右 ( 哄 箭头 可 从 上 到 下 
或 站 下 到 上 ) .起 点 事项 在 工程 网 络 最 左边 ,终点 事项 在 工程 网 络 最 右边 ， 

《3) 不 能 有 有 向 国 , 藻 则 造成 工序 顺序 关系 的 混乱 

(4) 为 方便 计算 ,工程 网 络 的 每 个 顶点 需 用 数字 编号 , 即 每 个 顶点 ”对 应 一 个 正 整数 
5o), 并 要 求 对 每 条 边 人 ea) € ,都 有 iw) 之 zw). 由 习题 !. 40, 这 样 的 标号 是 能 实现 的 . 
起 点 事项 标号 最 小 , 设 为 1， 终点 事项 标号 最 大 ,正好 是 同 络 的 顶点 数 , 设 为 x 为 方便 可 直 
按 朋 顶点 标号 称呼 村 点 或 于 项 . 

(5) 为 确切 表示 工序 的 衔接 关系 ,需要 引进 虚 工 序 ， 虚 工 序 即 权 为 零 的 工序 ,用 虚 艇 
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头 表 示 . 虚 工 序 不 请 耗资 源 , 也 不 需 时 间 ,在 工程 网 络 中 的 作用 仅仅 红 明 工序 的 衔接 关系 ， 

( 1) 平行 作业 .工序 C 需 在 工序 4 与 了 都 完工 之 后 才能 开工 , 则 工序 4 与 五 称 为 平行 
作业 ,为 避免 平行 边 ,应 引入 虚 工 序 ;, 如 图 8. 15tw). 

CI) 交叉 作业 , 假定 工序 的 其 前 工序 是 4. 如 果 工 序 8 只 需 在 工序 4 部 分 完工 之 后 
即 可 开工 , 则 可 把 工序 4 分 解 为 子 工序 4 与 4, 把 工序 上 8 分 解 为 子 工 序 如 与 及, 使 4 的 子 
工序 4; 与 五 的 子 工序 中 交叉 作业 . 如 图 8. 15(8) 表示 4 完工 拥 4z 与 如 即 可 开工 , 当 术 
与 B 都 完工 后 5 才能 开工 ， 

《下 ) 一 个 起 点 事项 . 当 整 个 工程 的 开始 多 于 一 个 工序 时 ,可 引入 一 个 起 点 事项 和 相 
应 的 虚 工 序 , 如 图 8. 15《c). 

《外 ) 一 个 终点 事项 . 当 整 个 工程 的 结束 名 于 一 个 工序 时 ;可 引入 一 个 终点 事项 各 相 
应 的 虚 工 序 , 如 图 8. 15(d). 


图 8.15 虚 工 序 的 应 用 
Ca) 平行 作业 04) 交叉 作业 ke) 一 个 起 点 事 硕 (0 一 个 终点 事项 
例 8.17 已 知 工 序 ,工序 时 间 与 紧 前 工序 如 表 8. 2, 试 画 出 工程 网 络 图 . 
表 8.2 工序 表 


-去 PPO 
zannannrnuuan 
Ennanacard 


第 1 步 ”给 工序 分 级 ,没有 紧 前 工序 的 作为 1 级 ;删除 1 级 工序 后 没有 紧 前 工序 的 作 
为 2 级 ;依次 类 推 . 由 表 8. 2, 工序 分 类 如 表 8. 3. 
”站 8.3 工序 分 级 几 


第 2 步 。 按 工序 级 别 从 左 到 右 排列 ,并 按 工 序 的 顺序 画 出 网 络 图 ,如 图 8. 16. 
第 3 步 ”对 事项 编号 ,起 点 事项 的 入 度 为 零 , 标 1; 去掉 已 经 标号 的 顶点 ,对 入 度 为 零 
的 事项 依次 慰 号 ;继续 之 ,直至 终点 事项 得 到 最 大 标号 为 止 , 如 图 8 16. 
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国 816 工程 问 络 图 
定义 8.22 事项 # 的 最 早日 期 &(#) ,表示 在 整个 工程 开始 后 ,在 以 上 为 完工 事项 的 所 
有 工序 如 期 完工 的 条 件 下 ,事项 上 的 最 早 执行 时 间 . 整个 工程 从 开始 到 结束 的 时 间 称 为 总 
工期 , 记 为 Te 
由 定义 :5 人 是 从 顶点 | 沿 所 有 有 向 路 到 顶点 ,事项 + 的 最 早 执行 时 间 , 甩 从 顶点 1 
到 顶点 的 最 长 路 的 权 , 故 有 递 推 公式 
itl) = 0, 
tak) = max {iG + wl Cit) EE El, ki 1. 
设 工程 网 络 有 a 个 事项 , 则 终点 事项 为 4. 由 定义 ,btw) 是 顶点 1 到 顶点 4 的 最 长 路 的 
权 , 即 整个 工程 从 开始 到 结束 的 时 间 , 战 
Ty = tn). 《8. 351 
定义 8.23 事项 上 的 最 迟 日 期 4(5 ,表示 在 不 误 总 工期 的 条 人 性 下 ,以 上 为 开工 事项 的 
所 有 工序 如 期 开工 ,第 项 * 的 最 迟 执 行 时 间 . 
因为 终点 事项 n 表示 整个 工程 的 结束 ,所 以 在 不 误 总 工期 的 条 件 下 ,事项 的 最 迟 执 
行 时 间 与 最 早 执 行 时 间 相 等 ,其 


(8. 34) 


tn) = Tp 
对 于 事项 Et 之 吉 ,由 定义 ,ts(8) 是 从 面 点 + 沿 所 有 的 路 到 顶点 ,事项 的 最 迟 执行 
时 间 , 凶 从 顶点 * 沿 最 长 路 到 2,t 的 最 返 执 行 时 间 , 帮 有”, 
Ti 一 古 (8) 二 上 到 的 最 长 路 的 权 
二 max {tw 十 到 “的 最 长 路 的 权 |(£,)) EE 有 
一 max {Tr — & D+ wl Ck) € BE}, 
下 (人 = Te — max {Ty — 0) + wl Ck, EE EF} 
一 min 入 (7) 一 wy| 付 ,Jj) EB}， 
于 是 得 弟 推 公式 
tn) = Te, 
一 min {hj yj) EB}. 
例 8.18 求 图 8.16 的 工程 网 络 中 事项 的 最 后 日 期 与 最 返 日 斯. 
由 式 (8. 34) ,计算 事项 的 最 早日 期 , 依 事 项 编导 由 小 到 大 的 顺序 递 推 . 例如 ， 


(8, 36) 
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tatl)= 0 
ta(2} = fatl) 二 we = 0 二 2=2 
要 (3 一 2》 十 is 一 2 十 4 一 
tetd) 一 如 (2 十 zs 一 2 十 3 一 8 
txt5) = max tft2) 十 Wastet3) 十 was stet d) 十 wis} 
二 max {2 十 7,6 十 2,5 十 0 二 8 
等 等 ,全 部 结果 如 吉 8. 4. 
由 式 (8. 36) ,计算 事项 的 最 迟 日 期 , 依 事项 编号 由 大 到 小 的 顺序 递 推 . 例如 ， 
i(9) = 23 
(8) = 一 in 一 23 一 3 一 20 
tT 一 和 (8 一 ar 一 20 一 2 一 18 
6) 一 下 (8 一 au 一 2 一 4 一 16 
tt) 一 真人 6) 一 ts 一 16 一 2 一 14 
等 等 ,全 部 结果 如 表 8. 4. 


表 8.4 事项 的 时 间 参 数 


上 面 讨 论 了 工程 网 络 关于 事项 的 时 间 参 数 ,这 是 网 络 计算 的 基础 . 现在 讨论 工序 的 
时 间 参 数 ， 
(1) 工序 人 妨 的 最 早 并 始 时 间 B88 (i 让， 
tti) 二 以 i 为 完工 事项 的 所 有 工序 如 期 完工 ,事项 :的 最 早 执行 时 间 
一 以 i 为 开工 事项 的 所 有 工序 的 最 早 开 始 时 间 ， 
ES(Ci,j) = (i). (8, 37) 
《2) 工序 全 力 的 最 早 结束 时 间 EFGi, 让， 
EF(lis))} = BO)) + ww 
= fai) 十 bu， 《8. 38) 
(3) 工序 GD 的 最 迟 结束 时 间 LFCi, 由). 
臣 (入 一 以 为 开工 事项 的 所 有 工序 如 期 开工 ,事项 j 的 壤 迟 执行 时 间 
二 凡 ; 为 完工 事项 的 所 有 工序 的 最 迟 结 束 寺 间 ， 
LF = tC). (8, 39) 
《4) 工序 (,j) 的 最 迟 开始 时 间 LS Ci, 站. 
LS j) = LPs)) — wh, 
= #0) 一 to (8. 40) 
例 8.19 求 图 8.16 的 工程 网 络 中 工序 的 时 间 参 数 . 
出 式 (8. 37) 一 《8. 40) ,利用 表 8. 4 的 结 课 可 得 工序 的 4 个 时 间 参 数 如 表 8. 5 
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袁 &#5 工序 的 时 间 参 数 


EE EC CR CR 
， 总 2 4 2 


2 


定义 8.24 工序 信访 的 总 时 羔 关 站 是 在 不 误 总 工期 的 条 件 下 ,工序 避 , 轧 的 开工 
时 间 可 以 推迟 的 最 长 时 间 . 工序 Gi, 的 局 部 时 美 "4 六 是 在 不 误 所 有 紧 后 工序 的 最 早 开 
工 日 期 的 条 件 下 ,工序 人 六 的 开工 时 间 可 以 推迟 的 最 长 时 间 , 总 时 差 与 局 部 时 差 如 示意 
图 8. 17. 
Eun) 了 人 有 三 站 (有 


7/ 2 所 De 


Soa. tri ASUi 


图 8.17 总 时 差 与 局 部 时 益 淆 系 示 意图 
由 定义 ,工序 (i,j) 的 最 早 开 始 时 间 加 上 总 时 差 正 好 等 于 工序 人 ji) 的 最 进 并 始 时 间 ， 
即 
BS + RGN) = LSCi,j). 
于 是 
RN = LSCi) — ESC2,)) 
一 PC 站 一 PC) 
= 4 — ti) — we (8. 41) 
由 定义 ,工序 G4) 的 最 早 结 来 时 间 吉 上 局 部 时 差 正好 等 于 以 j 为 开工 事项 的 威 早 执 
行 时 间 , 即 
EF + ri,)) = t(j). 
于 是 
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ri = #0) — EFCi,)) 
= 0 — 0) — we (8, 42) 
例 8.20 求 图 8.16 的 工程 网 络 中 工序 的 总 时 差 与 启 部 时差. 
由 式 (8. 41) 与 (8. 42) ,计算 结果 如 表 8. 6. 
表 8.5 总 时 差 与 局 部 时 差 


工序 ty Reiegy | rliy) 
4 二 {1 ,2) 2 0 自 
B= {2.3) 4 0 0 
尼 一 《2.5) 了 5 0 
= 2,4) 3 9 0 
E= (3.6) 10 0 0 
F= {5,6) 2 5 8 
= {6,8) 4 0 0 
= (dd,7) 3 10 路 
了 一 (7 ,8 2 10 10 
I= (8.9) 3 0 8 


综合 以 上 计算 ,可 把 结果 画 在 工程 网 络 图 中 ,一 目 了 然 , 便 于 观察 处 理 , 工程 网 络 图 如 
到 8. 18(a) ,图 中 粗 线 表 示 关 键 路 , 箭 杆 游 的 符 导 的 意义 如 图 8. 18(0 ,顶点 旁 的 符号 的 意 
所 如 图 8. 185c)， 


过 
SI EeL”]. 


图 8.18 工程 网 络 计算 

若是 关键 事项 ,由 引 理 8. 18, 事 项 上 的 最 早日 期 ft) 与 最 迟 日 期 总 (9 相等 , 即 事项 
上 的 执行 时 间 没 有 任何 机 动 ,必须 按 计 划 如 期 执行 ,否则 必然 延长 总 工期 , 扒 氨 整个 工程 
的 结束 时 间 . 苦心 , 访 是 关键 工序 ,由 引 理 8. 19 ,总 时差 为 零 , 即 工序 对 ,六 的 开工 时 间 不 多 
许 推 返 ,否则 将 延长 总 工期 . 由 此 即 知 ,由 关键 事项 与 关键 工序 组 成 的 关键 路 ,的 确 是 整个 
工程 的 关键 . 关键 工序 延期 , 则 关键 路 的 长 增加 ,再 个 工程 就 延期 ;关键 工序 提前 , 则 关键 
路 的 长 减少 ,整个 工程 就 提前 . 因此 ,在 整个 工程 的 统筹 安排 中 ,我 们 的 策略 应 当 是 向 关键 
工序 莫 时 间 . 其 方法 可 考虑 如 下 ; 

《1) 提高 关键 工序 的 效率 , 例 姑 改 进 组 织 ,更 新 设备 ,技术 革 猎 ,增加 投入 ,适当 加 班 


等 ; 


207 


《2) 对 关键 工序 用 交 义 作业 ,平行 作业 等 方法 以 缩短 工序 的 工 捧 ， 

《3) 从 非 关键 工序 获得 支援， 

设 (i,j) 是 非 闫 键 工 序 , 由 引 理 8. 19,RCi, 认 之 0, 期 在 不 误 总 工期 的 条 件 下 ,工序 
{让 的 开工 时 间 可 以 推迟 Ri 让 ,换言之 ,工序 ,J) 有 (Ci,j) 的 富余 时 间 . 因此 ,为 使 整 
个 工程 提前 ,我 们 的 策略 应 当 是 沿 非 关 键 工序 要 资源 ,充分 控 江 以 支援 关键 工序 . 其 方法 
可 考虑 如下; 

C1) 非 关键 工序 如 期 完工 ,把 富余 时 间 的 测 余 视 源 支援 关键 工序 ; 

(2) 非 关键 工序 在 不 超过 富余 时 间 的 范围 内 延 捧 完工 ,以 节约 资源 支援 关键 工序 . 


算法 8.6 网 络 计划 技术 的 算法 
第 ! 步 确定 工序 ,工序 时 间 ,各 工序 的 紧 前 工序 . 
第 2 步 面 出 工程 网 络 图 ， 
{1) 给 工序 分 级 并 列 出 工序 分 级 表 . 分 级 的 方法 是 :没有 紧 前 工序 的 作为 第 1 级 ; 
删除 第 1 级 工序 后 没有 紧 前 工序 的 作为 第 2 级; 余 类 推 ， 
(2) 从 直至 右 画 出 网 络 图 ,起 点 事项 在 最 左边 ,终点 事项 在 最 右边 . 
(3) 给 事项 编号 ,起 点 事项 的 入 度 为 零 , 编 号 为 1, 去 掉 已 编号 事项 ,对 人 度 为 零 的 
事 项 依次 编号 , 最 后 ,终点 事项 编号 为 最 大 . 所 得 编号 必然 满足 对 任意 的 边 G,) ,i 的 编号 
小 于 了 的 编号 . 
第 3 水 “计算 事项 时 间 参 数 ， 
(1) 从 起 点 事项 至 终点 事项 ,依从 小 到 大 的 编号 顺序 ,由 式 (8. 34) 递 推 求 出 事项 的 
最 早日 斯 . 
(2) 从 终点 事项 至 起 点 事项 ,依从 大 到 小 的 编号 顺序 ,出 式 (8. 36) 递 挫 求 出 事项 的 
最 壕 日 期 . 
第 4 步 ”计算 工序 时 间 参 数 ， 
《]) 由 式 (8.37) 计算 230 站. 
(2) 由 式 (8.38) 计算 8FGi, 上 j). 
(3) 由 式 (8. 39) 计算 六 
(4) 由 式 (8. 40) 计算 了 SC 让。 
(5) 由 式 (8. 41) 计算 8 门 ， 
(6) 由 式 (8. 42) 计算 ri 四。 
第 5 步 “ 找 出 关键 事项 ,关键 工序 ,关键 路 . 
第 6 步 ”将 网 络 的 各 参数 画 在 工程 网 络 图 中 (如 图 8. 18 的 形式 ). 
第 7 砂 ”根据 "向 关键 工序 要 时 间 , 向 非 关键 工序 要 资源 ”的 原则 调整 网 络 计划 , 重 
新 绘制 网 络 图 邯 志 加 第 1 步 . 
第 8 步 。” 当 所 有 工序 或 尽 可 能 多 的 工序 都 成 为 关键 工序 时 ,所 得 网 络 计 划 就 是 优化 
的 . 这 里 的 优化 是 指 已 经 使 所 有 工序 或 尽 可 能 多 的 工序 在 不 误 总 工期 的 条 件 下 没有 富余 
时 间 , 换 言 之 ,已 经 尽 可 能 提高 工效 和 按揭 潜力 使 总 工期 不 能 再 缩短 ， 
当然 ,在 制订 任何 计划 时 应该 留 有 余地 ,否则 计划 的 实施 也 许 会 遇 到 画 难 或 甚至 落 
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空 , 留 有 余地 的 原则 一 般 体 现在 工时 的 确定 , 即 在 确定 工序 的 完成 时 间 时 必须 留 有 余地 ， 
余地 的 限度 可 以 参考 过 去 有 关 工 程 的 数据 和 有 关 规 定 ,并 找 有 关 专 家 和 工程 人 员 进 行 科 
学 评估 . 


$ 8.7 ”应 用 一 一 前 导 网 络 


在 网 络 计 划 技 术 中 前 面 所 讨论 的 工程 网 络 , 是 用 边 表 示 工 序 , 用 顶点 表示 事项 ,这 样 
的 网 络 称 为 事项 网 络 . 在 事项 网 络 中 ,一 个 工序 的 开工 ,必须 等 到 所 有 紧 前 工序 都 完工 之 
后 , 这 种 由 结束 到 开始 的 顺序 关系 称 为 结束 到 开始 , 记 为 FS. 工序 之 间 的 关系 还 有 另外 三 
种 : 结束 到 结束 (FF) ,开始 到 开始 (85) ,开始 到 结束 (SF). 这 四 种 顺序 关系 统称 为 前 导 关 
系 . 为 更 好 地 反映 工序 知 的 这 些 关系 ,及 用 工序 网 络 是 方便 的 . 土 序 网 络 是 用 顶点 表示 工 
序 , 边 的 方向 表示 工序 的 各 种 顺序 关系 的 工程 网 络 . 

例 8. 22 举例 说 明 工 序 的 前 导 关 系 , 如 图 8. 19. 


fe ) 
和 图 8.19 工 诈 的 四 种 前 导 关 系 

在 工序 了 网络 中 ,表示 工序 的 顶点 用 方 框 ,每 个 方 租 分 为 3 格 , 中 间 一 格 是 工序 ,上 边 一 
略 是 工序 的 编号 ,下 边 一 格 是 工序 的 完成 时 间 . 

在 图 8.19 的 四 种 前 导 关系 中 ,工序 4 与 8 的 编号 分 别 是 :与 j, 工 时 分 别 是 下 与 外 ,并 
称 工 序 4 是 工序 互 的 前 导 工 序 ,3 是 4 的 后 继 工 序 . 

在 图 8. 19 中 , 方 框 左边 竖 线 表示 工序 的 开始 ,右边 坚 线 表 示 工 序 的 结束 , FS (Ci, 站 一 
表示 工序 ;结束 * 天 (假定 时 间 以 天 计 ) 后 工序 ;才能 开始 ,箭头 是 从 方 框 右边 (结束 ) 指向 
方 拒 左 边 ( 开 始 ), 如 图 8, 19(a); 余 类 推 ,如 图 8. 19G) 一 《ec 称 为 滞后 量 . 

我 们 称 工序 ;是 工序 ;的 紧 前 工序 , 即 工 序 i 是 工序 ;的 P85 滞后 量 为 零 的 前 导 工 序 ， 

定义 8.26 能 表示 工序 癌 的 前 导 关 系 的 工序 网 络 称 为 前 导 网 络 . 前 导 网 络 只 有 一 个 
开始 工序 5, 它 在 网 络 图 的 最 左边 ;只 有 一 个 结束 工序 了 , 它 在 网 络 图 的 最 右边 . 开始 工序 
与 结束 工序 表示 整个 工程 的 开始 与 结束 ,其 工时 都 吓 等 ， 

例 8.23 按 表 8.2 画 出 工序 网 络 . 

引 入 开始 工序 5 与 结束 工序 了 , 画 出 工序 网 络 ,并 给 各 工序 编号 ,使 前 导 工 序 的 编号 
小 于 后 继 工 序 的 编号 ,如 图 8, 20， 
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轩 8. 20 工序 同 络 
在 图 8.20 中 ,由 于 Rs 的 滞后 量 为 零 , 因 此 没有 在 稍 杆 上 标 出 ， 


算法 8.7 ”工序 网 络 时 间 参 数 计算 法 

第 ! 步 工序 ;的 最 早 开 始 时 间 2s, ,最 早 结束 时 间 BF,. 

每 个 工序 记 必 须 在 所 有 前 导 工 序 都 完工 之 后 才能 开工 , 换 诗 之 ,88, 是 站 开 始 工序 (用 
顶点 0 表示 ) 沿 所 有 路 到 工序 ,工序 ;的 最 蛙 开 始 时 间 , 即 从 顶点 0 到 顶点 :的 开始 时 的 最 
长 时 间 . 于 是 BF; 是 从 顶点 0 到 顶点 i 的 结束 时 的 最 长 时 间 , 故 有 如 下 递 推 公式 (从 顶点 0 
递 推 到 wa 表示 结束 工序 )， 

| = Er = 0, 
4 ES = max {EFFIEE TT CQ}.i> 0, (8.45) 
. |gm = ss +. :> 0， 
其 中 7 是 工序 ;的 工时 . 

第 2 步 ”总 工期 Ti. - 

因 结 束 工序 了 的 编号 为 如 故 EF, 表示 从 顶点 0 到 顶点 x 的 结束 时 的 最 长 期 间 , 即 整个 
工程 的 完成 时 他 , 故 

Ty =— BF,, : " {8. 46) 

第 3 步 。” 相 邻 工序 ;与 ;的 独立 时 差 17(i,j). 

设 工序 i 的 后 继 工 序 之 一 是 工序 j, 则 在 不 误工 序 j 最早 开 始 时 间 的 条 件 下 ,工序 ;可 
以 诞 期 完工 的 最 长 时 间 称 为 独立 时 差 , 由 此 ， 

EF, + Fj) = Bs;, 
了 PT) = BES, — EF,. (8B. 47) 


第 4 步 ”工序 ;的 局 部 时 莽 7. 
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在 不 肖 工 序 : 的 所 有 后 继 工 序 的 最 早 开始 时 间 的 条 件 下 ,工序 可 以 延期 完工 的 最 长 
时 间 称 为 局 部 时 差 , 由 此 ， 
ri = min {FGDII EE I+ COD) 
= min {BS,— ERP|j EE T+ (0))}. {8, 48) 
第 5 步 工序 ;的 总 时 美 郊 . 
在 不 误 总 工期 的 条 件 下 ,工序 可 以 延期 完工 的 最 长 时 间 称 为 总 时 差 . 对 于 结束 工序 
了 ,不 允许 延 后 完工 , 故 记 一 0. 对 任 一 工序 i 过 凡 设 工序 是 关 的 一 个 后 恋 工 序 , 则 
了 下 (证 
表示 从 顶点 i 经 过 顶点 j 了 到 顶点 x, 在 不 误 总 工期 的 条 件 下 ,工序 ;可 以 延期 完工 的 最 长 时 
间 , 故 有 
R= min {FD) + BIE rT OD}. 
再 由 式 (8, 47) 得 递 推 公式 (从 顶点 # 递 推 到 中， 
用, 一 0， 
六 一 min (1BS， — EF RjE 下 (DD)), i 
第 6 步 ”工序 i 的 有 最 迟 开始 时 间 Si, 最 迟 结束 时 间 LF 
在 不 误 总 工期 的 条 件 下 ,工序 ;的 最 返 开始 时 间 , 艺 工序 i 的 最 后 开 始 时 间 与 总 时 差 
的 和 , 故 有 


{8. 49) 


LS = BS, + Ke, (8, 80) 
LF = LS 十 
= EF, oR . 《8.51) 


第 7 步 ”确定 关键 路 . 

总 时 差 为 零 的 工序 是 关键 工序 ,因此 关键 路 是 从 开始 工序 沿 总 时 差 为 零 的 顶点 到 结 
束 工序 的 路 , 即 从 顶点 6 到 顶点 4 的 最 长 路 

事项 网 络 与 工序 网 络 时 间 参 数 计算 的 比较 

CI) 事项 网 络 的 基础 参数 是 事项 的 最 早日 期 与 最 反日 期 ,其 它 时 间 参 数 都 可 由 它们 
求 出 . 工序 网 络 的 基础 参数 是 工序 的 最 早 开 始 时 间 与 最 早 结 束 时 间 ,其它 时 间 参 数 都 可 册 
它们 求 出 。 

CE ) 事项 网 络 有 2 个 事项 时 间 参 数 ,6 个 工序 时 间 参 数 ,加 上 总 工期 , 共 9 个 时 间 参 

序 网 络 有 6 个 工序 时 间 参 数 ,加 上 独立 时 差 和 总 工期 , 共 8 个 时 间 人 参数 . 

(站 ) 从 图 的 观点 看 ,事项 网 络 与 工序 网 络 的 2 个 基础 时 间 参 数 都 是 关于 顶点 的 ， 

《W) 下 项 网 络 与 工序 网 络 相 一 致 的 时 间 参 数 是 6 个 工序 时 间 参 数 和 总 工期 . 不 一 致 
的 时 间 参 数 , 在 事项 网 络 中 是 2 个 事项 参数 ,在 工序 网 络 中 是 独立 时 差 , 

例 8.24 计算 图 8 20 的 工序 网 络 的 时 间 参 数 并 找 出 关键 跨 . 计算 结果 如 图 8. 21fc)》， 
项 点 处 符号 的 意义 如 图 8. 2iCq) , 箭 杆 旁 的 数字 为 独立 时 差 , 如 图 8. 2160)， 
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图 8.21 工序 网 绪 的 计算 


算法 8.8 前 导 网 络 时 间 参 数 计 算法 
第 1] 步 工序 的 最 早 开 始 时 间 和 最 早 结束 时 间 . 
.开始 到 开始 关系 ,由 图 8. 19(e) ， 
EBS; = ES, + SS(i,)), 
| BEF; = ES, 十 也， 
， 结 束 到 开始 关系 ,如 图 8. 19(@)， 
BES) = EF FS(i,)), 
(se = BS, + T,, 
3， 结束 到 结束 关系 ,如 图 3, 194)， 
EF, = EF FFGi,)), 
(ss = 有 Pi 一 多， 
4， 开 始 到 结束 关系 ,如 人 图 8. 19(4)， 


一 


Fa 
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(8, 52) 


{8. 53) 


(8. 54) 


“Eo 


Er, =~ ES, + SF(i,)), 
ES, = BF 一 也， 

5， 如 果 工 序 5 的 前 导 甘 系 不 止 一 个 , 则 应 分 别 计算 然后 取 最 大 值 , 并 称 取得 最 大 值 

的 那个 前 导 关 系 为 起 作用 的 . 
第 2 步 整个 工程 的 开始 与 结束 . 

1. 如 果 出 现 菜 个 工序 ;的 最 早 开始 日 期 85, 委 0, 意 味 着 工序 i 在 整个 工程 开始 时 
即 可 开工 . 此 时 可 从 开始 工序 0 引 一 虚 第 头 指向 工序 i, 即 把 开始 工序 作为 i 的 紧 前 工序 ， 

2,， 设 BF 一 max {BF|0 < 之 之, 则 工 这 * 的 完工 意味 着 整个 工程 的 结束 , 故 BF 
就 是 总 工期 ,此 时 可 从 工序 引 一 虚 箭 头 指向 结束 工序 4, 即 把 结束 工序 作为 的 紧 后 工 
序 . 由 此 ， 


(8, 55) 


Te = max {EF,]0 < i i)}. C8. S56) 
第 3 步 前导 关系 的 独立 时 差 ， 
1. 53 关系 ,如 图 8. 19(c)， 


TO 有一 一 了 一 860 站， 《8,57) 
2 FS 关系 ,如 图 8. 1942)， 
IF(ti,j) = FES, — BF, — FS(Ui,j), (8. 58) 
3. FF 关系 ,如 图 8. 19(2)， 
IF(i,j) = EF — BF,— FF(i,)), (8. 59) 
4. SF 关系 ,如 图 8. 19()， 
IFCi,j) = BF — BES, — SFCi,)), 8. 60) 
第 4 步 工序 的 时 其 
1， 局 部 时 差 
| 7, 一 min FG 让 | Ci, 说 是 边 }. C8.61) 
在 式 (8.61) 中 不 用 "jE€ 产 (说 ”而 用 人力 是 边 ”", 是 由 于 独立 时 卷 IPGi 门 是 对 每 条 
以 为 尾 以 j 为 头 的 边 计算 的 ， 
2， 总 时 差 
由 式 (8, 49), 并 注意 到 总 时 差 不 能 超过 总 工期 与 工序 最 早 结 束 时 间 的 着 , 故 有 北 推 公 
式 
R= 0， 
| | 《8.62) 
下 一 min {min 人 (六 十 下 | (六 是 壹 ) Ts 一 EF,}。 
第 5 步 工序 的 最 迟 开 始 时 间 和 最 迟 结束 时 间 ， 
LS, = ES, 十 下。 (8.63) 
ZLF = EF; + (8. 64) 
第 6 步 ”关键 路 . 
人 大 开始 工序 , 沿 总 时 差 为 零 的 工序 及 起 作用 的 前 导 关 系 的 边 到 结束 工序 ,构成 关键 
路 . “ 
例 8.25 已 知 工 序 的 前 导 关 系 如 表 8.7, 试 画 出 前 导 网 络 ,并 计算 时 间 参 数 ,确定 关 
键 路 ， 
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表 8.7 工序 表 


了 
as 
ea | 
| | 
| en 
本 基本 到 


SPO 一 4 SSCFG) 一 3 SIC = 10 


图 8.22 前 导 网 络 


(一 ) 计算 BS,BF 和 
(1) BES, = 0, EF = 10. 
(2) BF, 一 BP 十 FF(l,2) = 12, ES; 一 BF, — T, =— 8. 
“工序 C 在 整个 工程 开始 时 即 可 开工 , 即 令 
BS: = 0, BF: 一 ESs + T, = 20, 
并 以 开始 工序 人 为 工序 C 的 紧 前 工序 ,从 顶点 0 向 顶点 2 引 一 条 虚 边 ,如 图 8. 22. 
(3) ES 一 ES1+ S80,3) 一 3， Ers= 88: 十 及 一 11. 
(4) BF 一 BFs 十 FPC(3.,4) 一 16, BS, 一 本 一 四 一 4 
. BS, = Bh = 10， EF, = ES, + T, = 22, 
取 大 者 得 ES, 二 10, Er 一 22. 
所 有 计算 结果 如 表 8. 8. 
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表册 8 本 与 有 


因为 BFe = 27 是 所 有 BF 的 最 大 值 ,所 以 
Tr = 27. 
并 以 结束 工序 了 为 工序 下 的 紧 后 工序 ,从 顶点 6 向 顶点 & 引 一 条 虚 边 ,如 图 8, 22. 
《二 ) 独立 时 凑 , 如 天 8.9 
并 8.9 独立 时 差 


oolasa|lolo|lelesell 
(三 ) 时 差 与 LS ,LF 


利用 宕 8, 39, 由 式 (8, 61) 可 算得 局 部 时 差 , 再 计算 总 时 差 ,ZS 与 ZF, 结果 如 天 8. 10. 


(四 ) 关键 路 
关键 路 从 开始 工序 了 , 沿 总 时 差 为 零 的 工序 1,4 与 6 到 结束 工序 8, 由 于 4 到 6 起 作用 
的 关系 是 FF, 故 可 在 网 络 图 中 标 出 关键 路 ,如 了 疼 8. 22 中 粗 线 所 示 ， 


$8.8 ”应 用 一 一 非 肯定 型 工程 网 络 


有 些 复 杂工 程 或 大 型 工程 的 工序 时 间 很 难 确 切 地 给 出 , 即 工序 时 间 具 有 不 肯定 性 . 在 
这 种 情形 ,我 们 把 工序 时 间 看 作 是 随机 变量 ,工序 时 间 是 随机 变量 的 工程 网 络 称 为 非 肯定 
型 工程 网 络 . 

对 工序 时 间 的 估计 一 般 杀 用 三 种 时 间 ; 

《1) 乐观 时 间 “, 即 在 最 顺利 的 情形 下 工序 的 完成 时 间 ， 

C2) 保守 时 间 5, 即 在 最 不 利 的 情形 下 工序 的 完成 时 间 . 

(3) 最 可 能 时 间 %, 基 在 通常 情形 下 工序 的 完成 时 间 ， 

假定 工序 时 间 这 个 随机 变量 服从 坟 =2 为 参数 的 8 分 布 , 则 由 概率 论 可 知 随机 变量 的 
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期 望 值 x 和 方差 分别 为 


.at dm+t 


6 《8. 65) 


一 和 


v= (e334). (8. 66) 


把 工序 i 的 期 望 值 作为 工序 时 间 7:, 方 头 为 vs 由 此 即 可 画 出 网 络 图 并 计算 时 间 参 数 . 
因为 工序 时 间 是 随机 变量 ,所 以 总 工期 也 是 随机 变量 , 假定 工序 时 间 是 相互 独立 的 ， 
则 当 美 键 路 2 上 的 工序 较 多 时 ,总 工期 Ts 是 服从 正 态 分 布 NCECT4) ,DC 的 随机 变量 ， 
其 中 只 Ye) 是 总 工期 re 的 期 望 值 ,DCTs) 是 方差 ,并 且 
KZ) = > TEE P}, (8. 67) 
Dr) 一 (oli€ Pi, (8. 68) 


式 中 iE€ P 表 i 是 关键 路 P 上 的 工序 即 关 键 工序 . 
8(Ts) 是 总 工期 的 期 望 值 . 假定 希望 总 工期 7 不 超过 7., 则 其 概率 为 
人 ] 上 t— (了 
PT < 安 人) 一 | 时 EP { 了 (二 人 】 ja 


7,—E(Tp) 


= [Ys 1 


了 


exXD【 一 了 Ydy. 


有 一 BT 
VP) 


x 1 
SX) = | 态 
则 双 服 从 标 淮 正 态 分 布 入 (9,1). 因此 , 当 给 定之 后 ,由 式 (8. 人 人 9) 计算 有 ,再 由 标准 正 态 
分 布 表 查 BCX) ,就 知道 整个 工程 在 不 超过 7. 时 完成 的 概率 - 
从 正 态 分 布 表 可 查 得 六 与 G(X) 的 关系 ,如 表 8. 【1. 
表 8.11 


Ts 

on | om om [am | rm | 5 
表 8.11 指 出, 当 入 一 3 时 ,2(X) < 0, 即 在 预计 完成 时 间 尔 内 完成 整个 工程 几乎 
基 不 可 能 的 , 当 一 3 过半 之 一 0.5 时 ,0 之 (XD) 之 0.3, 即 在 预计 时 间 内 完成 整个 工程 
是 困难 的 ,这样 的 网 络 计划 偏 于 冒进 . 当 一 0.5 坊 五 帮 0.5 时 10.3 过 CX) 过 0.69, 即 在 
预计 时 间 民 内 完成 整个 工程 是 可 能 的 ,这 样 的 网 络 计划 是 较 合 适 的 . 当 久 之 由 5 时 ， 


(CE)》 之 0 69, 即 在 预计 时 间 了 内 完成 整个 工程 是 容易 的 ,这样 的 网 络 计 划 偏 于 保守 . 


《8, 69) 


exp《 一 地) dy (8. 70) 


算法 8.9 非 肖 定 型 工程 网 络 的 算法 
第 1 步 确定 工序 ,工序 的 乐观 时 间 、 保 守 时 间 、 最 可 能 时 间 , 各 工序 的 紧 前 工序 . 
第 2 步 ”计算 工序 时 间 的 期 望 值 和 方差 ， 
第 3 步 。 面 出 工序 网 络 图 ,工序 时 间 用 期 望 什 代 将 . 
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第 4 步 ” 按 算 法 8.7 进行 时 间 参 数 计算 . 
第 5 步 在 第 4 步 的 总 工 其 实际 上 是 总 工期 的 斯 望 值 BC ,再 由 式 (8. 68) 计算 总 
工 斯 的 方差 DCTs)， 
第 6 步 ”以 7 表示 整个 工程 的 也 计 完成 时 间 , 把 8(76) 与 DCTw) 代入 式 (8. 69)， 
(1) 由 外 志 一 3 解 得 的 7, 在 预计 时 间 7. 内 完成 整个 工程 几乎 是 不 可 能 的 ， 
(2) 由 一 3 之 耳 之 一 妇 5 解 得 的 T., 在 预计 时 间 . 内 完成 整个 工程 是 困难 的 ,网 络 
计划 偏 于 冒进 ， 
(3) 由 一 0.5 志 多 筷 ..5 解 得 的 7., 在 预计 时 间 于 .内 完成 整个 工程 是 很 可 能 的 ,网 
络 计 划 比 较 合 适 ， 
(4) 由 六 沁 0.5 解 得 的 7., 在 预计 时 间 . 内 完成 整个 工程 是 容易 的 ,网 络 计 划 偏 于 


保守 . 
第 7 步 ” 当 给 定 整个 工程 的 预计 完成 时 间 亿 之 后 ,可 由 式 (8. 69) 算出 也, 然后 由 正 
态 分 布 N(0,1) 表 查 出 8%(X) , 即 得 总 工期 不 超过 了. 时 完成 整个 工程 的 概率 . 
例 8.26 已 知 工 序 表 8. 12, 试 画 出 工序 网 络 图 ,计算 时 间 参 数 , 确 定 关键 路 , 求 出 较 
合适 网 络 计 划 的 于 ,又 辣 当 = 44 时 ,整个 工程 完成 的 概率 是 多 少 ? 
癌 8.12 工序 表 


工序 | 乐观 时 间 | 最 可 能 时 间 | 保守 时 间 | 紧 前 工序 | 


首先 由 式 (8.65) 与 式 (8. 66) 计算 期 望 值 与 方差 ,如 形 8. 13， 
表 8.13 期望值 与 方差 


其 次 用 期 望 值 作为 工期 画 出 工序 网 络 图 ,然后 进行 时 间 参 数 计 算 , 用 粗 线 标 出 关键 
路 ,并 把 所 有 结果 标 在 网 络 图 中 ,如 图 8. 23. 
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图 8, 33 
关键 路 是 SACFGHIT. 由 式 (8. 67) 与 式 (8. 68)， 
BilTep) = 45， DT.) 一 9， 
T. 一 


名, 并 由 一 0.5 攻心 0.5 解 得 
43. 5 TP. < 46.5， 
即 当 预计 完成 了 时间 在 43.5 与 46.5 之 闻 时 ;网络 计 划 是 比较 合适 的 ， 
当 7, 一 44 时 ,代入 式 (8. 69) ,X 一 一 亏 , 查 正 态 分 布 表 ,$C 一 仿 ) ~ 0.37, 即 整个 工程 
在 总 工期 不 超过 44 时 完成 的 概率 是 37%， 


习 题 八 


8.1 设 了 是 网 络 六 的 一 个 流 ,3 所 三 ， 
(1) 举例 说 明 f+ (8) 天 > 六 (2)， 
h 乒 问 


六 (8 关 > 三 人)， 
PE 总 


代入 式 (8, 697, 王 一 


《2) 证 明 >2 (Pr 一 广 (6) = (5) 一 六 (3). 


nm 红 击 
8.2 证 明 站 理 8. 1 
8.3 设 网 络 训 二 (TV,H,c, 卫 ,了 ) 转化 为 等 价 网 络 六 一 (Peie, 了 是 三 的 流 ， 
全 
[i 全 瑟 ， 
Pile) 一 4 站) 一 广 人 le 一 (ez)， 
lr Cy Of Ce Oo i), 
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《1) 证明 三 是 站 的 流 ， 


《23》 证明 val ff 二 f+ (二 0 一 valf. 


8.4 给 定 网 络 如 图 8. 24, 试 列 出 所 有 的 流 , 并 由 此 求 出 最 大 流 . 


'8.5 ” 设 有 gq 台 机 器 B1,…,B,, 有 8 件 加 工 任务 41,…,4y. 着 已 知 每 台 机 器 能 够 完成 那 
些 加 工 任务 的 家, 问 能 同时 加 工 的 任务 最 多 有 多 少 ? 试 建立 网 络 模 型 . 
.6 对 图 8.2 的 网 络 ,利用 定理 8. 3 求 最 大 流 和 最 小 制 . 
,7 ”对 习题 8.4 的 网 络 , 试 列 出 所 有 的 荐 ,并 由 此 求 出 最 小 割 和 最 大 流 . 


'8 ” 试 建 立 求偶 图 最 大 匹配 的 网 络 模型 ， 


'10 ”最 大 流 问题 有 有 限 解 的 充 要 条 件 是 ,不 存在 有 向 st 路 而 各 边 的 容量 都 是 cc. 


.11 证明 引 理 8. 4， 


,12 车 (4,A),(B.B) 都 是 网 络 N 的 最 小 割 , 则 


8 
8 
8 
8.9 ”在 网 络 二 (FV, 如 ,c,s,t) 中 车 没有 有 向 *t 路 , 则 最 大 流 是 堆 流 ， 
8 
8 
8 


(AU BATUB) SCANBANMNDBD) 


也 都 是 加 的 最 小 制 . 


14 证明 引 理 8. 6. 
15 证 明 引 理 8.7; 

证 明 引 理 8. 8. 

17 证 明 引 理 8. 10， 

18 ”用 算法 8.2 求 出 如 图 8. 25 
所 给 定 网 络 的 最 大 流 与 最 小 割 , 设 初始 
流 为 零 流 . 

8. 19 ”给 定 正 整数 4, 能 求 得 网 络 
万 的 流 f 使 val f= 二 4 吗 ? 试 修改 算法 8. 2 
求 给 定 值 4 的 流 ， 

8.20 对 习题 8.18 的 阿 络 ,试用 习 
题 8. 19 中 提出 的 算法 求 流 值 为 6 的 流 ， 
” 设 初 始 流 为 零 流 . 

8.21 列 出 图 8.8(a) 的 网 络 中 所 


PEP mm 
一 
中 


13 ”用 算法 8 1 求 图 8.3 的 网 络 的 最 大 流 ， 


图 8. 25 


有 流 值 为 4 的 流 , 并 验证 图 8. 8C4) 的 流 是 流 值 4 的 最 小 代价 流 ， 
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8.22 证 明 引 班 8, 11， 

8, 23 证 明 引 理 8. 12. 

8.24 证 明定 理 8. 13. 

8.25 ”给 定 如 图 8.26 的 网 络 ,利用 算法 8.3 求 流 值 5 的 最 小 代价 访 . 

8.26 ”对 习题 8.25 的 网 络 ,用 算法 
8. 3 求 最 小 代价 最 大 流 . 

8.27 对 习题 8.25 的 网 络 ,用 算法 
8.14 求 流 值 5 的 最 小 代价 流 . 

8.28 ”对 习题 8 25 的 网 络 ,用 算法 
8.4 求 最 小 代价 最 大 流 . - 

8. 29 ”如 图 8.27, 河 的 两 岸 为 融 对 图 8.26 
双方 部 队 所 占领 ,河中 间 有 4 个 岛 , 有 14 
座 桥 , 问 圣 少 要 截断 几 座 桥 五 岸 部 队 才 能 阻止 4 岸 部 队 过 桥 氨 击 , 试 用 网 络 方法 求解 ， 


笑 8.27 
8. 30 要 从 3 个 仓库 运送 菜 商 品 到 4 个 零售 点 ,已 知 供 . 需 量 及 各 仓库 到 零售 点 的 容 


太 30 10 0 40|. 20 

和 0 0 10 "| 

入 20 10 40 5| 100 

需 术 量 |20 20 60 20| | 

8.31 下面 是 一 个 多 阶段 存 迪 模型, 某 公 司 银 担 市 场 情 阅 预计 某 商 品 在 未 米 6 个 月 

的 需要 量 ,进货 单价 与 存 贮 单价 如 下 表 , 当月 订购 当月 所 需 商 品 不 需要 存 贮 费用 . 试用 网 
络 的 方法 确定 进货 与 存 贮 的 合理 水 平 倩 总 费用 最 少 ,并 列 出 逐 月 进 贰 , 存 贮 与 费用 表 ， 
1 2 3 4 § 6 
需要 量 ( 件 ) | 50 55 50 45 40 30 


进货 单价 (元 ) 1825 ?75 850 850 775 825 
存 贮 单价 (元 ) 140 30 35 20 40 0 
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8.32 ” 现 有 4 个 工人 加 工 4 种 零件 其 收益 如 下 表 , 试 用 网 络 的 方法 安排 每 个 工人 人 怡 
好 加 工 一 种 零件 并 使 收益 最 做 者 的 收益 最 大 ， 


8. 33 ” 某 厂 需要 某 种 设备 , 若 购 置 狐 设备 则 需 购置 费 , 若 继续 使 用 浊 设 备 则 需 维 收 
费 , 预计 5 年 内 购置 与 维修 费 如 下 表 , 试 用 网 络 方法 制订 一 个 购置 与 维修 的 5 年 计划 使 总 
费用 最 少 . 


8.34 某 厂 有 2 个 车 问 一 一 部 件 车 问 与 组 装 车 癌 , 先 由 部 件 车 问 生 产 部 件 ,再 由 组 装 
车 间 组 装 成 成 品 . 部 件 车 间 每 月 最 多 生产 10 个 部 件 , 其 产品 送信 库房 ,每 月 初 组 装 车 间 到 
库房 领取 部 件 , 预 计 今后 5 个 月 对 部 件 的 需求 量 与 生产 每 全 部 件 所 耗 工 时 如 下 表 , 假定 开 
始 和 第 5 月末 的 库存 数 都 是 才 ,试用 网 络 方法 求解 下 列 问 题 ， 
(1) 列 出 工时 最 少 的 部 件 生产 计划 ， 
(2) 若 库 房 容 量 为 8 个 部 件 , 试 列 出 工时 最 少 的 部 件 生 产 计 划 ， 
工时 (每 件 小 时 ) | tt 16 13 17 一 
8.35 用 网 络 方法 求解 习题 4. 23 的 问题 . 
8. 36 证 明定 理 8, 15. 
8.37 用 例 8.14 的 了 与 也 验证 式 (8, 29)， | 
8.38 给 定 开关 网 络 如 图 8. 28, 写 出 巡 接 算 阵 ,传输 短 阵 并 验证 式 (8. 29)， 


Va 


图 8. 28 
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8.39 《1) 对 不 可 分 二 端 图 ,如 何 从 路 矩阵 求 奖 和 矩阵 ,给 出 算法 ， 
《2) 如 习题 8. 38 的 网 络 , 写 出 与 wv 的 路 矩阵 ,并 由 (1) 的 算法 求 圈 矩 阵 ， 
8. 40 ”举例 说 明 , 对 不 是 不 可 分 二 端 图 ,定理 8. 16 不 成 立 - 
8.41 如 习题 8. 38 的 开关 网 络 ,由 田 与 v; 的 路 矩阵 求 基本 路 矩阵 并 写 出 基本 路 . 
8. 42 ”给 定 开关 函数 
fy 一 vivararstr 十 Kramzs 十 Lxszers 十 全 2 十 waxarste 十 Xarazerrts 十 5Y85T 
求 单 接触 网 络 实现 ， 
8, 43 改正 下 面 如 图 8. 29 的 工程 加 络 . 


{4) (b) (¢) 
图 8.29 
8. 44 给 出 工序 宝 及 紧 前 工序 岩 , 试 囊 出 工程 网 络 图 ,并 给 事项 编号 . 


8. 45 证 明 引 理 8. 18. 

8. 46 证 明 引 理 8. 19. 

8. 47 ”给 出 工序 宫 , 试 画 出 事项 网 络 ,并 计算 事项 与 工序 的 时 间 参 数 ,然后 找 出 关键 
路 ,把 这 些 结果 都 区 在 网 络 图 上 .， 


EH 
£ 


Er ls 
= 


8. 48 ”为 缩短 总 工期 ,对 表 8. 2 作 如 下 变更 ， 
(1) 工序 0 分解 为 两 个 平行 工序 0 与 C1, 其 工时 分 别 是 4 与 3 
(2) 工序 上 分解 为 衔接 的 3 个 子 工序 ,54 与 嫩 , 其 上 时 分 别 为 4,2 与 4 而 工序 刀 
与 8 的 紧 前 工序 了 交叉 作业 ,工序 铝 与 的 紧 后 工序 6 交叉 作业 ， 
试 进行 网 络 时 间 参 数 计算 ,然后 画 出 网 络 图 并 与 图 8. 18 的 网 络 图 加 以 比较 . 
8. 49 ”把 习题 8. 43 中 改正 后 的 事项 网 络 改 画 为 工序 网 络 . 
8. 50 ”由 习题 8, 44 的 工序 表 画 出 工序 网 络 ， 
8. 51 ”给 出 工序 表 如 习题 8. 47, 试 面 出 工序 网 络 ,并 计算 时 间 参 数 , 找 出 关键 路 , 然 
后 把 这 些 结果 都 标 在 网 络 图 上 ,再 与 事项 网 络 相 比 较 ， 
8.52 ”给 出 工序 表 如 下 , 试 画 出 工序 网 络 ,并 计算 时 间 参 数 , 找 出 关键 路 ,再 把 这 些 
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结果 都 标 在 网 络 图 土 . 


和 


工时 | 加 9 12 12 |12|12|20 
紧 前 Pliig|ler 
工序 


8.53 ”对 习题 8. 52 的 工序 表 进行 事项 网 络 计 算 并 把 结果 标 在 网 络 图 中 . 
8. 54 已 知 下 列 工序 表 , 试 副 出 前 导 网 络 ,计算 时 间 和 参数 ,确定 关键 路 ,并 把 结果 标 
在 网 络 图 上 | 


16 | 紧 前 工 闻 Jy 
EE / 
8.55 已 知 工 序 的 三 种 估计 了 时间 及 紧 前 工序 如 下 才 . 
工 洗 厅 


保守 时 间 | 紧 前 工序 
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(1) 计算 工序 时 间 的 期 望 值 与 方 瘟 ， 

(2) 前 出 工序 网 络 图 ， 

(3) 计算 时 间 参 数 ， 

《4) 确定 关键 路 ， 

(5) 计算 总 工期 的 期 望 值 与 方差 ， 

(6) 求 比 总 工期 期 望 值 提前 2 个 单位 时 间 完 成 的 概率 ， 
《7) 求 比 总 工期 期 望 值 延期 1 个 单位 时 间 完 成 的 概率 ， 
(8) 求 比较 合适 网 络 计 划 的 也 . 


第 九 章 ”网 络 规划 


89,1 网络 规 划 


图 论 中 的 网 络 问题 ,诸如 运输 问题 ,转运 问题 ,分 配 问 题 ,最 大 流 问题 ,最 短路 问题 ,最 
小 费用 流 问 题 等 都 能 转化 为 线性 规划 问题 , 称 为 网 络 规 划 . 也 可 以 说 ,网 络 规 划 是 线性 规 
划 在 网 络 中 的 应 用 , 由 于 网 络 规 划 的 特性 , 解 线性 规划 的 单纯 形 法 在 求解 网 络 规 划 时 有 着 
更 为 简单 而 有 效 的 形式 、 
全 9. 1( 转 运 问 题 ) ”假定 及 个 仓库 4.,…,4。, 有 * 个 商店 BP,*…. 如 ,有 ?个 转运 站 
"0 已 知 仓库 机 的 供 永 量 ,商店 B, 的 需求 量 已， 并 目 总 供应 量 等 于 总 需求 量 , 即 


> - (9, 1) 


仓 库 , 商 店 与 转运 站 之 间 有 路 可 通 ， 每 段 路 的 运输 单价 已 知 ， 问 如 何 把 mw 个 仓库 的 货物 全 
部 运送 到 "个 商 唐 , 使 总 运费 最 少 ? 
今 以 X 记 加 个 合 库 前 顶点 , 称 汶 发 点 . 以 Y 记 4 个 商店 的 顶点 ， 称 为 收 点 . 以 了 7 记 = 个 
转运 站 的 顶点 , 称 为 中 和 间 点 . 则 得 项 点 集 
V=XUYFUL. 
车 从 i 到 j 有 路 , 则 对 应 边 e 二 Gi, 刘 ; 边 的 权 就 是 运输 单价 . 由 此 得 到 一 个 赋 权 有 向 图 6 = 
(FV, 电 ) 满足 
(DD) XFCErF, XN = ,XEY, YAH 
六 iE 下 有 一 个 供应 量 a 之 0 整数 ， 
YjEY 有 一 个 需求 量 0 整数， 
合 于 条 件 (9. 1). 
(2) 边 的 容量 不 受 限制 . 
(3) ¥ e E 囊 对 应 运输 的 单位 成 本 cte) 之 0 
问题 是 求 每 条 边 。 的 运输 量 Je) 使 总 运费 最 少 , 即 求 解 下 列 线性 规划 , 称 为 转运 网 络 规 
划 ， 


min > efe)y(e) C9. 2) 
rE 
mb Df YD) f= i X, 
rE Nt EN™ 
2 Jo 一 > Il) 一 一 5 itY, 
rE Nt rE 
1 fo 一 Df) = 0 itl, 
rE to FEN 
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ez0eE 了 
设 e 一 人 让 ,可 令 晤 全 ec 会 cfe), 则 得 ] 吾 | 维 列 向 量 z 一 (mooes 与 ec 一 (co)upnee 
再 令 
| 的 全 民生 沁 全 区， 
ui “1 一 全 的 需求 量 },i 人 了， 


0 人 了 ， 
则 得 P| 维 列 向 量 56 二 心 )jier 于 是 转运 网 络 规划 (9. 2) 可 写 为 矩阵 形式 
min ex (9. 3) 
st AT = b, 
zt 2 0， 
其 中 4 是 G = tV ,5) 的 关联 矩阵 , 布 平 衡 条 件 (9. 1) 成 为 
| = t. 
iEY 


例 9. 2 运输 问题 ) . 设 森 产品 有 吉 个 产地 ,产地 ;的 产量 是 ,有 个 销 地 , 销 地 j 的 
销量 是 刀 , 且 产销 平衡 , 即 - ， . 


Da = Ds, 
已 知 从 产地 i 到 销 地 j 的 运输 单价 mi 如何 确定 运输 方案 ,把 产 晶 从 产地 运 到 销 地 ,使 总 运 
费 最 少 ? 

羽 苹 表 而 个 产地 的 天 点 ,? 表 # 个 销 地 的 天 点 , 边 导 5) 的 权 是 运输 单价 oy, 我 们 得 划 
无 向 图 8 = (XY, 所 是 一 个 赋 权 完全 侦 图 . 问题 是 求 每 条 边 (i, 让 的 运输 最 4 使 总 运费 最 
少 , 即 求解 下 列 线性 规划 , 称 为 运输 网 络 规划 ， 

加 min Si Sa, | (9, 4) 


i ie 


St Dy = 二 1, 
4 一 - 
Dy = bis J 一 ] sls 
i=1 


ki 2 0 ¥ brf, 


I 二 CFL 人 本 Xn}, 
© oo eradas Cm Ca) 
6 = Carasbdis rd) , 
4 是 关联 矩阵 ， 
则 运输 网 络 规划 (9. 4) 的 矩阵 形式 仍然 是 (9. 3)， 
例 9. 3( 分 配 问题 ) ”假定 分 配 * 个 人 大作 件 工作 ,人 # 作 工作 的 效益 是 书 , 亲 如何 分 
配 工作 使 总 效益 最 太 ? 
以 X 表 人 的 顶点 集 , 以 了 表 工 作 的 顶点 集 , 边 (i, 的 权 就 是 人 i 作 工 作 j 的 效益 6c, 则 
得 无 向 图 0 = (X,Y,8) 是 一 个 赋 权 完全 个 图 . 
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心 


一 (9. 5) 


Tj 


| 1s 人 i 作 工 作 由 
0, 否则 ， 
分 配 问题 就 是 求解 下 列 线性 规划 , 称 为 分 配 网 络 规划 - 


max >) Dez C9, 6) 


少 


， 了 
机 一 【Ye Th 和 
C= (ey po ro Cn) 


b= (l,l ), 


+ 人 
. 4 是 关联 答 阵 ， 
则 分 配 爽 络 规划 (9. 6) 的 矩阵 形式 是 
mAX ex (9,7) 
St, Ar = Lb, 
xz 是 小 | 向量 ， 
容易 看 到 ,分配 网 络 规划 是 运输 网 络 规划 的 特例 ,运输 网 络 规划 是 转运 网 络 规划 的 特 
例 . 
例 9. 4( 最 大 流 问 题 ) 设 入 一 {FV Be 是 一 个 网 络 , 最 大 流 问 题 是 求解 下 列 问 
题 
max {val flf 是 名 的 流 }. 
设 4 是 图 0G 二 (7 ,8) 的 关联 矩阵 , 令 
A i 二 8, 
bh _| 一 i 二 
| 省 区 下 NT， 
再 设 e 一 (有 5 力 , 可 令 呈 会 fre) ,得 18| 维 列 向 量 z 一 Cx)awesz: 则 最 大 流 问 题 就 是 求解 下 
列 线性 规划 , 称 为 最 大 流 网 络 规划 . 


max A 
.1t. A = 2, 
0 和 7 


在 网 络 图 6 二 (Y ,8) 中 斤 加 一 条 边 (,s); 称 为 返回 边 ,返回 边 的 容量 为 ec. 记 新 的 网 
络 为 
N= (VE,c,st), 
其 关联 和 抑 阵 为 4, 由 引 理 8. 4 和 定理 3.7, 最 大 流 网 络 规划 的 等 价 形式 是 
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max ki (9. 8) 
St, Ar = 0, 
0 I, 
sh 人 
例 9.5( 最 短路 问题 ) 设 G 一 中 ,8) 是 有 向 图 ,每 条 边 。 有 一 个 权 cfte) 之 0 求 顶 点 
ww 到 顶点 的 最 短路 问题 是 求解 下 列 问 题 ， 
min {etcP)|P 是 #0-ty 路}， 
其 中 
cfP) 一 >，e(e)， 


rE NC) 
设 图 6 的 关联 算 阵 是 4, 令 
| 1 Vo 
页 一 人 一] 一 由 
lo 省 区 Too ， 
站 人 最 短路 不 过 边关 
”i, 香 则 ， 
则 最 短路 问题 就 是 求解 下 列 线性 规划 , 称 为 最 短路 网 络 规划 , 
min ex (9, 9) 
st, Ar =b, 
x 是 0-1 向量， 
例 9.6( 最 小 费用 流 问题 ) 设 & = 二 (7,B) 是 一 个 有 向 图 ,每 个 顶点 iE 了 对 应 一 个 数 
,车 刀 之 0, 称 i 为 发 点 ;车 如 过 9, 称 i 为 收 点 ;车 刀 王 0, 称 i 为 中 间 点 , 且 满 足 平衡 条 件 - 
Dh 二 0. 每 条 边 e EE 有 对 应 二 个 数 ,一 个 是 容量 we), 另 一 个 是 运输 单价 eCe). 最 小 费用 


流 就 是 从 发 点 把 货物 全 部 运送 到 收 点 使 总 运输 费 最 小 , 换言之 , 即 求解 下 列 线性 规划 , 称 
为 最 小 费用 流 网 络 规 划 . 


min ex (9. 10) 
sd Ar = Db, 
[HE 


其 中 4 是 图 G 的 关联 矩阵 , 

很 明显 ,转运 网 络 规 划 , 运 输 网 络 规 划 , 分 配 网 络 规划 ,最 大 流 网 络 规 划 与 最 短路 网 络 
规划 都 是 最 小 费用 流 网 络 规划 的 特例 . 最 小 费用 流 网 络 规 划 实 际 上 是 转运 网 络 规划 加 上 上 
上 界 条 件 . 对 单纯 形 法 稿 加 修改 即 可 和 解 上 界 问 题 (参见 [13]) ,因此 ,我 从 以 转运 网 络 规划 
作为 网 络 规 划 的 一 般 形式 来 讨论 ， 


$9.2 解 的 整数 性 


在 $9.1 中 看 到 ,网 络 规划 的 系数 矩阵 4 就 是 有 向 图 或 偶 图 的 关联 息 阵 . 因此 ,由 习 
题 3. 21 与 习题 3. 23 ,我 们 得 到 网 络 规划 的 系数 息 阵 是 全 单 模 的 ， 
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引 理 9.] 设 4 是 于 Xa 扼 阵 ,了 是 盖 X 和 单位 矩阵 , 则 4 是 多 单 模 的 充 要 条 件 是 , 047) 
是 全 单 模 的 (习题 8. 7). 
引 理 9.2 设 癌 一 f 他 | 如 一 加 r 芝 人 ,其 中 4 和 天 全 和 本 都 是 整数 的 , 且 "4) 一 
由 车 4 是 全 单 模 的 , 则 号 的 基 可 行 解 者 是 整数 的 (习题 9. 8)、 
定理 9.3 设 4E Ri 是 整数 的 ,r(d) 一 m 则 下 列 4 条 等 价 . 
(1) 4 是 全 单 模 的 ; 
(2) 车 4 Rr 是 整数 的 , 则 
Ss= {ridr 和 57 0} 
的 极点 是 整数 的 ; 
《3) 《47) 的 每 个 基 8 的 逆 是 整数 的 ; 
(4) 4 的 每 个 非 奇 异 子 矩阵 的 道 是 整数 的 . 
证 6) 信 (2)》 由 引 理 9. 1 与 引 理 9. 2， 
(2)=> 03) 设 8 是 基 , 取 a€ 天 是 整数 的 ,使 
(B77')., 守 0, 
令 gwp 二 十 (Bb 二 Ba 十 i: 则 
(1)bEE ie 是 整数 的 ， 
《TI Bre = b, 
【下 za 
有 好 xz4 是 #5= {z|4 姑 所 0z 闻 0 的 极点 ,由 条 件 (2) ,xs 是 整数 的 , 故 
(BI), = 
是 整 孝 的 , 从 而 推出 矿 ! 是 整数 的 . 
(3) 二 (4) 设 了 是 4 的 任 一 非 奇异 子 算 阵 , 令 


5— (%, 小 


其 由 了 是 单位 阵 , 则 了 是 (47) 的 基 , 由 条件 (3)， 


再 1 0 
?一 人 L MF 中 
是 整数 的 , 故 了 是 整数 的 . 
(4) 二 01) 设 F 是 4 的 任 一 非 奇 异 子 短 阵 ,由 条 件 (4) ,FF ,是 整数 的 ， 需 det Pdetz ! 
都 是 整数 ,又 
det FF ' ~ det Fdet FF 一]， 
所 以 |det P| 一 1, 因此 4 是 全 单 模 的 . 
定理 证 毕 . | . 
定理 9.4 (1) 分 配 网 络 规划 ,最 短路 网 络 规划 的 基 可 行 解 是 整数 的 . 
(2) 车 容量 是 整数 的 , 则 最 大 流 网 络 规划 的 基 可 行 解 是 整数 的 . 
(3) 若 供应 晤 与 需求 量 是 整数 的 , 则 转运 网 络 规划 与 运输 网 络 规划 的 基 可 行 解 是 整 
数 的 . 
(4) 若 供应 量 , 需求 量 与 容量 是 整数 的 ， 则 最 小 费用 芒 网 络 规划 的 基 可 行 解 症 整数 
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的 ， 

证 ”因为 关联 矩阵 4 是 全 单 模 的 , 故 由 引 理 9. 2 与 定理 9 3 得 证 ， 证 毕 

在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 总 假定 供应 量 ,需求 量 与 容量 都 是 整数 的 ,因而 网 络 规划 的 基 
可 行 解 也 都 是 整数 的 , 解 的 整数 性 是 网 络 规划 的 一 个 重要 性 质 . 另 一 个 重要 性 质 是 , 解 网 
络 规划 的 单纯 形 法 只 项 加 减 运 算 而 不 需 乘 除 运算 . 这 一 性 质 读者 将 在 以 后 各 节 站 到 ， 


$ 9.3 ”运输 网 络 规划 
运输 网 络 规划 的 一 般 形 式 是 式 (9. 4), 它 是 产销 平衡 的 问题 . 如 果 产 销 不 平衡 , 风 可 化 
为 平衡 问题 . 
人 1) 车 产 大 于 销 , 即 2 一 205 之 0, 此 时 可 设 虚 销 地 Gs 十 1), 其 销量 6.+1 为 


有 + 一 >- > 


并 伎 二 06 二 1m, 和 mn， 意 为 从 产地 ;把 到 庶 销 地 (x 十 上 的 量 就 是 留 在 产地 i 未 运 出 
的 量 , 故 运 辖 单价 为 鹤 ， 


(2) 车 产 小 于 销 , 即 a 一 5), < 0, 此 时 可 设 虚 产地 (m 十 ]), 其 产量 s+1 为 


Hunt+l 一 6- 


并 令 wsiu 一 0,j 二 1,…,, 意 为 从 左 产 地 (m 十 D) 运 到 销 地 ;的 量 就 是 未 运 到 销 地 /的 量 ， 
即 销 地 ; 供应 不 足 的 量 , 故 运输 单价 为 零 . 
因此 ,我 们 只 讨论 平衡 的 运输 问题 . 
为 方便 ,把 运输 网 络 的 系数 矩阵 记 为 
4 = Pi Pr Par Ponr)s 
记 二 [十 1 (是 m 十 « 维 单位 阵 ). 
引 理 9.5 ”运输 网 络 规划 是 可 行 的 ， 
证 ”容易 看 到 ， 


是 一 个 可 行 解 . 证 毕 | 

引 理 9.6 ”运输 网 络 规划 在 最 优 解 . 

证 ”因为 ， 

0 min {td}, 

所 以 运输 网 络 规划 在 界 ; 由 线性 规划 霍 本 定理 ,可 行 且 有 界 , 则 必 有 最 优 解 。 证 竺 . 

下 面 用 单纯 形 法 来 解 运输 网 络 规划 . 首先 用 运输 表 来 描述 运输 网 络 是 方便 的 ; 在 表 
9. 上 中 , 行 表示 产量 平衡 ,列表 示 销 量 平衡 ， 

运输 表 中 方 格 司 六 称 为 点 . 点 导 对 应 网 络 图 的 边 司 力 , 也 对 应 关联 矩阵 4 的 列 
PP 
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运输 网 络 留 是 一 个 个 罚 , 直 定 理 1. 10, 偶 图 不 含 奇 通 , 故 运输 网 络 的 圈 必 为 介 圈 . 容 
易 看 到 ,在 网 络 图 中 的 圈 


jj tk 2) 《9 4113 
对 应 运输 表 中 所 回 路 
(Cisj1}, {lari} (yj iii | (bj 
《有 《8. 12). 


例 9.7 表 9,2 的 运输 表 中 , 团 回 路 
(1,2)， (2,2),(2,5) (3,5), (033) 01, 3) 512) 


对 应 网 络 图 9. ! 中 的 图 


TI tadar, 


引 理 3.7 运输 网 络 规 划 的 
tm 十 #2) 个 平衡 条 件 不 是 独立 的 ， 
但 任意 Gg 十 x 一 1) 个 平衡 条 件 都 
是 独立 的 (习题 9. 11)， 

设想 增加 一 个 虚 销 地 (十 1), 销 量 为 零 , 并 增加 一 条 边 (,n 十 1), 这 条 边 对 应 的 变量 
xl 称 为 人 造 变量 ,由 此 得 到 的 降 络 称 为 人 造 运输 网 络 ,其 关联 矩阵 是 4， 

_ 后 了 | 
有 A= (0 | )， C9. 13) 
其 中 工 , 是 tm 十) 界 单位 阵 了 的 第 1 列 . 人 造 运 输 网 络 有 Gm 十 十 1) 个 平衡 条 件 ,让 引 
理 9.7; 其 中 任意 Ga 十 由 个 平生 条 件 是 独 袜 的 ,去掉 关于 虚 销 地 G 十 1) 的 平衡 条 件 ,得 人 
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央 纪 .1 闭 回 路 对 应 的 圈 ( 图 中 用 粗 线 表示 ) 


造 运输 网 络 规 划 的 等 价 问 题 
min ex £9, 14) 


3 
st (4 1 ( j= 
lr 


(Cj>。 


Lt 

引 理 9.8 3 是 人 造 运输 贺 络 规划 (9. 14)7 的 苛 , 当 且 仪 当 B8 包 会 4 的 tm 十 # 一 上) 个 
元 关 列 加 上 人 造 变 量 z+1 对 应 的 列 (习题 9. 12). 

引 理 9. 8 指出 ,1. 始终 是 人 造 运输 网 络 规划 的 基 疝 量 ,故人 造 变量 z+ 始终 是 取 零 
值 的 基 变 量 .因此 , 略 去 基 向 量 了 ,我 们 说 运输 网 络 规划 的 基 由 4 的 (位 十 # 一 和 个 无 关 列 
组 成 . 这 Gx 十 #4 一 外 个 无 美 列 对 应 的 基 庄 量 正好 是 运输 表 中 的 Gx 十 x 一 站 个 点 ,事实 上 ， 
由 于 虚 销 地 Gx 十 1 的 平衡 条 件 被 删 去 ,因此 在 运输 表 中 并 不 出 现 人 造 变 量 的 点 . 

现在 的 问题 是 ,对 运输 表 中 的 (Ca 十 2 一 1) 个 点 ;如何 判 断 所 对 应 的 4 的 列 是 否 构 成 
基 ，. 
” 3 引 理 9.9 设 戏 是 运输 表 的 一 个 非 空 点 集 , 则 

{Pj Ci 7) €E NM} 
线性 无 关 的 充 要 条 件 是 , 不 含 闭 园 路 (习题 9, 13). 
定理 9. 10 {PulGJ) E MM} 是 基 的 充 要 条 件 是 ,好 含 om 十 一 1) 个 点 且 不 会 闭 回 
路 . 
证 “运输 网 络 的 基 中 4 的 们 十 2 一 1) 个 无 关 列 组 成 ,再 由 引 理 9%.9 得 证 ， 
定义 9.1 设 兴 是 运输 表 的 一 个 点 集 , 点 避让 后 三 称 为 疆 立 点 , 若 则 中 没有 与 人 六 
同行 或 同 列 的 点 . 
引 理 9.1] 设 好 是 运输 表 的 一 个 非 空 点 集 ， 
(1) 车 好 是 闭 国 路 , 则 术 没有 孤立 点 ， 
(2) 车 寻 没 有 孤立 点 , 则 ML 合 闭 加 路; 
(习题 $14). 

引 理 9.12 设 {Py1(i:) EE MM} 是 基 ,Ps 是 非 基 向 量 , 则 MU GE 有 叭 一 团 回路， 
且 点 (4,0 在 该 闭 回 路 上 (习题 9. 15). 

设 8== {Psy|(i, 站 了} 是 基 , 则 非 基 向 量 Ps 可 下 基 且 唯一 表 出 .由 引 理 39 12, 若 能 求 
出 形 U GD 的 唯一 闭 回路 , 则 可 相应 得 出 Ps 由 基 8 的 唯一 表示 式 . 这 样 的 闭 回 路 可 利 
用 引 理 9. i141, 反复 去 掉 度 立 点 即 可 求 得 ， 


算法 9. 1 求 运 输 表 的 闭 回路 的 算法 
设 了 二 {Py| (G4j) E M} 是 基 ,Ps 是 韭 苛 变量 . 
令 玫 一 下 UL 5N 二 多 
第 ! 步 任 取 已 志 开 
第 2 步 ”车 {CDE Mt 隆 科 关 你 , 转 第 4 步 . 
第 3 步 ”去 掉 孤 立 点 Ci, 让 ,即今 
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NM = MD}, 

转 第 1 步 . 

第 4 步 ”着 {tL 此 闫 让 二 多 , 转 第 3 水， 

第 5 步 今 术 ， 一 NH U {eisj)}. 若 和 M\M 到 个 , 停 , 已 得 含 居 , 曲 的 唯一 闭 回 路 NM, 
否则 , 任 取 (i, 站 ,MN\M, 转 第 2 步 ， 

运输 网 络 规划 的 初始 基 可 行 解 

以 上 讨论 我 们 得 到 : {wy | (i, 放 E 站 } 是 基 可 行 解 的 充 要 条 件 是 ， 

(1) | ==w 十 x 一 1 ;并且 

(2) NL 不 含 闭 回路 ,并 且 

(3) 满足 运输 表 的 mw 个 行 平衡 即 产 量 平衡 与 # 个 列 平 衡 如 销量 平衡 ， 

西北 角 法 正好 可 利用 上 面 三 个 条 件 求 出 初始 要 可 行 解 . 所 谓 西北 角 法 ,就 是 每 次 给 运 
前 表 的 西北 角 元 ( 即 左 上 角 元 ) 一 个 值 使 其 满足 行 平 衡 (产量 平衡 ) 或 列 平衡 (销量 平衡 )， 
然后 划 去 已 满足 平衡 条 件 的 行 或 列 . 于 是 每 确定 一 个 西北 角 元 的 值 就 划 去 一 行 或 一 列 . 当 
确定 了 (mm 十 :一 2) 个 西北 角 元 之 后 ,运输 表 还 剩 下 一 个 点 未 划 去 . 由 于 产销 平衡 ,最 后 一 
个 点 的 值 唯一 确定 ,并 同时 划 去 一 行 与 一 列 , 由 此 ,总 共 确 定 了 tm 十 # 一 1) 个 点 的 值 - 因 
为 每 次 所 产生 胸 点 没有 同行 或 同 列 的 点 ,所 以 这 Cm 十 4 一 1) 个 点 不 合 亲 回路 . 故 这 Gn 十 
“一 1) 个 点 构成 初始 基 可 行 解 ， 


算法 9.2 西北 角 法 一 一 求 运 输 问 题 的 初始 基 可 行 解 
以 了 一 1) 表 产 地 的 标号 ,以 了 = 1 于 销 地 的 标号 ,以 3 表 基 变量 的 集 . 
邻 贡 =0ETjEJS 一 休 . 
第 ! 步 确定 西北 角 元 , 令 
”= min 人 人 和 公 了 
t= min {lj € 了)}， 
第 2 步 ”确定 西北 角 元 的 值 , 令 
下 一 min {3b) ,wn 一 
本 一 本 一 六 一 一 
号 一 六 | Te 
第 3 步 ” 删 去 已 经 满足 的 平衡 条 件 ， 
车 = 0, 令 1 = 人 {7}， 
车 机 二 0, 令 J 了 = 二 八仙， 
第 4 步 ” 关 4 十 二 0 即 同时 删 去 行 标 r 与 列 标 已 转 第 5 步 ! 否则 转 第 | 步 ， 
第 5 步 ”车 1 二 他, 停 ,3 为 基 可 行 解 的 变量 集 , 否则 , 邻 
S=8U {zu}: 
转 第 1 步 ， 
注 在 第 5 步 , 若 7 关 伍 ,为 保证 "每 确定 一 个 西北 角 元 就 划 去 一 行 或 一 列 ” 的 原则 ， 
应 填充 一 个 取 等 值 的 基 变 量 , 它 可 以 是 w+ 也 可 以 是 w+iv* 前 者 正 是 在 第 5 步 中 所 作 的 ， 
对 后 者 ,可 在 第 5 步 中 令 
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S 一 U i}. 
例 9.8 给 定 运 输 赈 如 表 9.3, 几 苦 北 角 法 求 初始 臣 可 行 解 . 


表 J.3 和 运输 表 


解 kr 一 1 一 1 一 1xzu 一 10， 
mu 一 10, 丰 一 0 8 一 人 nj， 删 去 第 上 列 ， 
《277 一 一 2 二 日 xz 一身 
d= ,d= 0 S= {rv} 删 去 第 2 列 . 
(3])7 一 1 一 3 一 1，x 一]， 
人 一 0 一 14.53 一 {fzozzl， 删 兴 第 1 行 . 
Cd} r= 2 4 dk= 1d, r= 14， 
gs = 0, ty = 0, 
号 = {rs TsTT} 删 去 第 2 行 与 第 3 列 ， 
筷 一 《zeszgla2yziayz29z24 
(577 一 3 一 4 上 一 昌 t= 9, 
a3 = 0, by 一 12， 
SS = {rtervartarzarry}: 法 第 3 行 . 
{BY r= = ,= 12, 2z14 = 12， 
[7 一 站 ， a 一 0,， 
So= {zsTa sl3 95239224 73944744， 删 去 第 4 行 与 第 | 列 ， 因为 了 一 他 , 停 . 已 得 初始 
基 可 行 解 ， 
gi = lO, ri = 9, t= 1 ra = 14, wo = 0, x = 9, x = 12. 


计算 过 程 与 结果 可 列表 如 下 ， 


表 9.4 西北 作法 


西北 角 溉 的 优点 是 直观 ,简单 ;缺点 是 没有 考虑 运输 单价 的 影响 , 把 西北 角 法 中 的 原 
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则 "每 次 给 西北 角 元 一 个 值 ” 改 为 "每 次 给 单位 运 昼 最 小 的 元 一 个 值 ”, 由 此 即 得 求 初始 基 
可 行 解 的 另 一 方法 一 一 最 小 元 素 法 . 一 般 说 ,最 小 元 素 法 求 得 的 解 比 西北 角 法 求 得 的 解 其 
目标 值 更 小 . 如 本 例 , 由 西北 角 法 所 求 的 解 ,目标 值 为 376. 若 用 最 小 元 素 法 则 所 得 解 的 目 
你 值 是 331, 比 用 西北 角 法 所 求 得 的 值 少 45( 习 十 9. 18). : 


运输 网 络 规 划 的 判别 数 
人 造 运 输 网 络 规 划 (9.14) 有 Ga 十 妇 个 约束 条 件 ,其 单纯 形 和 梁子 即 对 偶 变 量 可 设 为 
ww Ci ) 


因为 人 造 变 量 #1,。41 始终 是 取 零 值 的 基 变 最 , 故 运 输 单价 cu+1 可 为 任意 常数 . 设 
B= {PD EE MYU 人 
cs = {cul GD) E MU {enn}s 
” 则 wB = vs 的 分 量 形 式 是 
二 = ol EN, 
| 1 ni 
不 妨 设 mr 二 0 则 有 
和 十 人 《iv7) 和 好， C9. 15) 
我 们 称 单纯 形 乘 子 ww 的 G4 十 芭 个 分 量 吉 与 名 为 Gm 十 吉 0) 个 顶点 的 位 势利 用 位 热 可 求 出 
收 正 单纯 形 法 的 判别 数 7 = ?em 一 cy, 其 分 最 形式 为 
Tj 二 而 十 纪 一 Gy (irj) 千 M (9. 16) 
例 9.9 对 表 9.3 的 运输 规划 ,在 玫 9. 4 中 求 出 了 基 可 行 解 , 今 由 式 49, 15) 求 位 势 如 
表 9. 5. 


表 9.5 位 势 


再 由 式 (9, 16) 求 非 基 变量 判别 数 ( 基 变 营 的 判别 数 为 零 , 故 只 需求 非 基 变 重 的 判 列 数 ) 如 
表 9, 6. 
宕 9.6 判别 数 


关于 新 的 基 可 行 解 
当 由 式 (9. 16) 求 出 判别 数 后 ,车 7 所 0, 则 当前 解 为 最 优 解 . 否则 令 
和 一 max {fry| Ci) 千 M} > 0, 《9. 17) 

此 时 Pu 进入 基 . 由 引 理 9.12,MU GD 有 唯一 六 回路 . 利用 算法 9. 1 得 此 闭 回路 , 设 为 
0C, 并 把 0 的 顶点 分 为 两 类 :C+ 与 C7. 

(1) (kD) E 0+, 

(2) 在 中 与 (&, 了 ) 同行 的 元 E_ 07， 

《3) 在 0 中 与 (2) 的 元 同 列 的 元 E Ct， 

(4) 继续 上 述 过 程 ,直至 把 0 分 解 为 0+ 与 C .显然 ,C 中 同一 行 或 同一 列 的 两 个 项 点 
恰好 一 个 在 0+, 另 一 个 在 7， 

因为 {P| E CT} 一 {Pj|C0) EO), 所 以 非 基 向 量 Ps 由 基 8 的 唯一 表 
示 式 是 
B= oP- 9 Pi (9. 18) 


IER al Ed 


由 单纯 形 表 的 性 质 ,P 由 基 互 表 出 的 系数 即 B Pu, 故 由 式 (9. 18) 得 
上 + Cl) E Cs, 


(BP = — 1 ECt MOD), (9. 19) 
[ge 
于 是 ,由 确定 出 基 向 量 的 最 小 比值 法 则 , 取 0， 
站 一 gr 一 min {rtiy)) EE CT}, (9. 20) 


则 户 退 出 基 , 且 新 的 楚 可 行 解 是 (zj | (i,7) EE MM'}， 
Ti 十 昌 所 CT 


ST (9.,2]) 
Tu :其 它 . 
M' = (CMU {ODN\{C ,DD). (9. 22) 


以 上 讨论 得 到 解 运输 网 络 规划 的 单纯 形 法 , 由 于 Gn 十 2) 个 对 偶 变 量 称 为 位 势 , 所 以 
这 样 的 方法 称 为 位 势 法 . 


算法 9.3 ”位 势 法 一 一 解 运输 网 络 规划 的 单纯 形 法 
给 定 运输 表 如 表 9, 1， 
第 1 步 ” 求 初始 基 可 行 解 fx;| (i 让 E 对 } ,可 用 四 北角 法 或 最 小 元素 法 . 
第 2 步 。” 求 位 势 & 与 5 由 式 (9.15). 
第 3 步 ” 求 判 别 数 和 %* 由 式 (9, 16). 
第 4 步 ”最 优 性 判别 . 
车? 所 09, 则 当前 解 为 最 优 解 ， 
第 5 步 。” 找 入 基 间 量 Pui, 由 式 (9, 17)， 
第 6 步 。” 求 闭 回路 0, 由 算法 3.1. 
第 7 步 ” 求 出 基 向 量 Pr 
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分 解 C 为 0+ 与 C ,再 由 式 (9, 20) 求 0 与 2 
第 8 步 ” 求 新 的 基 可 行 解 ,出 式 (9. 21) 与 式 (9, 22), 令 嫩 一双 一 好, 转 第 2 步 ， 


例 8 10 求解 表 9. 3 的 运输 网 络 规划 . 
从 算法 9. 3, 解 运输 网 络 规划 的 单纯 形 靶 -一 位 势 法 可 在 表 上 进行 . 表 9.7 是 第 1 次 
迷 代 ,数据 是 利用 表 9. 4 一 表 9.6 的 结果 .在 表 9,7 中 , 方 框 左上 角 为 运输 单价 mu, 右 下 角 
为 非 基 变量 判别 数 m 和 ,中 间 为 基 变 量 思 的 值 . zs 为 进入 基 的 变量 . rz 右上 和 角 的 “十 "或 一 ” 
涯 孙 属 于 闭 回 路 0C 的 0 或 C7. 表 9.8 是 第 2 次 送 代 ， 
表 3.7 第 1 次 迭代 


国 为 1 这 09, 所 以 已 得 最 优 解 ,其 要 变量 的 值 是 
su 0 m2 = OD, ts = 10, x = 5, 
X21 一 9， T3929 = 日 ， 六 二 12, 


最 优 值 是 331. 
9.4 分 配 网 络 规划 


由 网 络 规划 解 的 整数 性 ,分 配 网 络 规划 (9,6) 等 价 于 
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max YY Devs, (9. 23) 


i=1 j=} 


。 
3 » 
st Dx, = 111,71= ] ,rn, 
J 


3 = 1,j= 1 
0 
实际 上 ,分 配 网 络 规划 (9, 23) 就 是 当 w = xu 二 忆 二 1 的 运输 网 络 规 划 , 因此 , 解 运 
输 防 络 规划 的 位 势 法 可 用 来 解 分 配 网 络 规划 . 下 面 利 用 分 配 网 络 规划 的 特性 讨论 更 为 简 


单 的 求解 方法 . 
不 失 一 般 性 ,我 们 讨论 极 小 化 得 题 
min >) oy (9, 24) 
st DE Ti ln 
> 1, 一 ] ys 
Tf > 0 时 让 和 
首先 由 线性 规划 的 对 偶 理 论 ,分 配 网 络 规划 (& 24) 的 对 偶 规 划 是 
max Du + 2 (9. 25) 


Sb 
bj = ld, 

设 吉 是 原始 可 行 解 ,u 与 v 是 对 侦 可 行 解 ,由 互补 松弛 定理 ,zu 与 分 别 是 沾 始 最 优 解 
与 对 偶 最 优 解 的 充 要 条 件 是 

C0 Os, (9. 26) 

让 上 

其 次 ,我 们 用 分 配 和 矩阵 来 描述 分 配 网 络 规划 是 方便 的 . 分 配 和 矩阵 就 是 分 本 网 络 规划 

《9. 24) 的 目标 函数 的 系数 构成 的 和 阵 


(9. 27) 


分 配 网 络 规划 (9. 24) 的 解 ,就 是 在 分 配 算 阵 (89, 27) 中 选择 个 元 满足 

(1) 这 个 元 位 于 分 配 矩 阵 的 不 同行 不 同 列 ( 可 行 性 ), 并 且 

(2) 这 个 元 的 和 最 小 (最 优 性 ). 

引 理 9. 13 ”在 分 配给 阵 (9. 27) 中 任 一 行 加 或 减 同一 常数 ,或 者 任 一 列 加 或 碱 同 一 
常数 上 ,分 配 网 络 规 划 09.24) 的 最 优 解 不 变 , 而 最 优 值 相应 增加 或 减少 同一 常数 (习题 
9. 39). 
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引 理 9 13 指出 ,在 分 配 拭 阵 中 对 同一 行 或 同一 列 加 或 减 同一 常数 ,其 最 优 解 是 一 致 
的 ,由 此 引入 下 面 的 定义 . 

定义 9.2 在 分 配 算 阵 《9.27) 中 , 任 一 行 加 或 减 同一 常数 ,或 者 任 一 列 加 或 减 同 一 常 
数 , 所 得 和 矩阵 称 为 等 价 分 配 算 隆 ， 


令 
w= min {oy|l j= Es ， 《9. 28) 
5; = min {6 CO— | 各 i j= 1 (9, 29}) 
yO 《9. 30) 
则 可 得 等 价 分 配 矩 阵 
cn Ga ol 
Go Ca Co C9. 31) 
Ea Guz a Cu 


容易 看 到 , 短 阵 (9, 31) 每 行 每 列 者 至少 有 一 个 零 元 ， 

定义 9.3 在 等 价 分 配 筷 阵 中 位 于 不 同行 是 不 同 列 的 等 元 称 为 独立 零 元 . 划 去 矩阵 
中 零 元 所 在 行 的 名 线 或 划 去 零 元 所 在 列 的 竖 线 称 为 覆盖 线 . 有 痊 盖 线 的 行 ( 列 ) 称 为 覆盖 
行列 ). 没有 覆盖 线 的 行 ( 列 ) 称 为 未 绪 盖 行 ( 列 ), 矩阵 中 的 元 若 只 有 一 条 团 盖 线 通 过 , 则 
称 为 钱 兽 元 . 若 有 两 条 覆盖 线 通 过 , 则 称 为 董 覆 盖 元 . 若 没 有 覆盖 线 通 过 , 贴 称 为 未 覆 荆 元 

引 | 理 9.14 设 m 是 分 配 两 络 规划 (9. 24) 的 可 行 解 , 若 

i= | 二 0， ， 《9. 32) 

则 zw5 是 最 优 解 . 

证 ”首先 ,由 式 (9. 28) 与 (3, 29) 得 到 的 ,5 是 对 俩 规划 (9. 25) 的 可 行 解 . 其 次 ,由 
式 (9. 32), 互 补 挫 驰 条 御 (9. 26) 成 立 . 由 线性 规划 的 对 但 定理 ,rz 是 最 优 解 ， 证 毕 . 

若 等 价 分 配 抢 阵 有 1， 全 独 立 零 元 , 则 独立 零 元 相应 的 取 值 ] ,其余 的 ws 取 值 零 , 正 
好 是 分 配 网 络 规划 (9, 24) 的 可 行 解 , 且 游 是 式 (9. 32) , 故 由 引 理 9. 14,mi 是 最 优 解 , 换 言 
之 ; 求 饼 分 配 网 络 规划 就 是 往 等 价 分 配 适 阵 中 找 出 1 个 独立 零 元 ， 

例 9.1!1 已 知 分 配 和 矩阵 


3 2 5 
1 2 3 4 43 
6 3 1 5 9. 35) 
2 5 3 14 
求 最 优 分 配 . 
在 矩阵 (9, 33) 中 , 先 减 去 行 最 小 ,再 减 去 列 最 小 ,得 等 价 分 配 乱 阵 

1 [0 3 0 

| 1 2 1 

5 2 回 :| 

9 3 1 0 
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其 中 有 方 框 的 是 独立 零 元 , 故 得 最 优 分 配 ， 
1 一 2,2-1,，3-3, 4 一 4， 

相应 最 小 费用 是 2 十 1 十 [十 4=8. 

问题 是 当 独 立 零 元 个 数 小 于 时 应 如 何 处 理 , 我 们 有 下 面 的 定理 ， 

定理 9.15 在 等 优 分 配 算 阵 中 ,独立 零 元 的 最 大 个 数 等 于 团 盖 线 的 最 少 条 数 . 

证 ” 设 4 是 分 配 网 络 图 的 关联 和 矩阵,z 是 4 的 列 向 量 , 今 考 虑 下 面 一 对 对 俏 问 题 (P) 
与 (D) ,其 中 

M= {CD15, = 0}, 

e 为 分 量 全 为 1 的 2 维 列 向 量 . 


《P) max > 2 
证 
全 >) wb A 6， 
合力 乓 大 
Ti 半 LU (Ci) 所 mM. 
(D) min Du + Db, 
im1 j=1 


SE NM, 
WV FO, bj = ls yn 
显然 ,zy 一 0,(i,j) € 让 是 (P) 的 可 行 解 .w 二 已 二 114,j 一 1,…,n 是 (D) 的 可 行 解 ,由 对 
侦 定 理 ,(P) 与 (D) 都 有 最 优 解 且 最 优 值 相等 . 又 由 定理 9. 4, 基 可 行 解 都 是 整数 的 . 因此 ， 
《P) 的 最 优 解 就 是 使 最 多 的 x 取 值 1 的 解 ,其 最 优 值 就 是 独立 零 元 的 最 大 数 ， 

另 一 方面 ,2) 的 最 优 解 就 是 使 最 少 的 ww 取 值 ! 的 解 , 注 意 到 当 4 = 1 时 ,对 每 个 
(i 站 肝 的 3 事 有 已 二 0, 故 相当 于 划 去 第 i 行 零 元 的 覆盖 线 ; 当 5 二 | 时 ,对 每 个 
(让 扎 于 的 i 莉 有 二 人 0， 让 相 污 于 划 去 第 j 列 零 元 的 醒 六 线 换言之 , CD) 的 最 优 值 就 是 
划 去 零 元 的 覆盖 线 的 最 小 数 . 

综 上 得 证 、 证 毕 - 

设 

上 一 独立 零 元 的 最 大 数 ， 

P 一 未 效益 行 标 集 , |P| = 7， 

9 二 未 材 盖 列 标 集 , |9| = ， 

有 一 覆盖 行 标 集 ， |R| 二 x 一 上 p， 

盖 列 标 集 ， 18| 一 “一 由 
则 由 定 竹 9. 15, 有 | 
k= Ck p) 二 (x — g), 《9, 34) 

引 理 9 16 ”独立 零 元 全 由 覆盖 元 组 成 {习题 9. 40). 
引 理 9.17 设 独 立 等 元 的 最 大 数 直 < 六, 令 


本 二 min {0li €E Pj €E 0}, (9. 35) 

一 而 十 Co 五， 

一、 . Co. 36) 
Pa 人 
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人 《9. 37) 
中 一 Corj 全 身 ， 

= 《9. 38) 

证 明 ( 习 题 9. 41)，: 


(1) usb 是 对 侦 可 行 解 . 


(2) 等 价 分 配 算 阵 
“| C9, 39) 
保持 每 行 每 列 都 有 零 元 ， 
(3) 等 价 分 配 和 矩阵 (9, 39) 比 (9. 31) 独立 零 元 至 少 增加 一 个 ， 
归纳 上 面 的 讨论 我 们 有 ， 


C1) 若 t6,) 有 个 狂 工 巡 十 , 则 已 得 最 优 分 瑟 ， 

CJ) 若 (6,) 的 独立 多 郊 少 于 4 个, 则 构造 等 价 分 配 和 矩阵 避 ) ,其 独立 零 元 至 少 增加 一 
个 ， 

(I) 重复 步骤 ( 工 ), 有 限 步 行 必 织 止 在 步骤 (Ci ). 这 就 是 利用 互补 松 驰 性 和解 分 配 网 
络 规划 的 方法 ,一 般 称 为 名 牙 利 方法 ， 


算法 94 多 下 利 方法 一 一 解 邹 玫 回 络 规划 的 互补 松 驰 算 法 
给 定 分 配 答 阵 (9. 27)， 
第 1 步 ” 求 等 价 分 配 矩 阵 - 由 式 (9. 23),(9. 29) 与 (9. 30) 得 等 价 分 配 和 矩阵 (9. 31)、 
第 2 步 ” 求 等 价 分 配 答 阵 19.31) 的 部 立 零 元 , 广 意 到 独立 零 元 每 行 每 列 具 有 一 个 ， 
故 可 如 下 进行 ， 
(1) 车 某 行 只 有 一 个 零 元 ,该 零 元 罚 框 , 所 在 列 的 其 它 零 元 都 划 掉 ， 
(2) 若 某 列 只 有 一 个 替 元 ,该 零 元 画 框 ,所 在 行 的 其 它 零 元 都 划 掉 ; 
(3) 若 每 个 零 元 都 有 同行 珊 列 的 零 元 , 则 任 取 一 个 零 元 艾 拭 ,斯 在 行 与 列 的 其 它 零 
元 都 划 掉 ; 
(4) 所 有 画 框 零 元 为 所 求 独立 人 元 , 设 其 指标 集 为 时 . 
第 3 步 ”最 优 性 判别 ， 
车 || = 已 出 
y=] (EM 
为 最 优 分 配 ， 
第 4 步 ”发 盖 等 价 分 配 矩 阵 (9. 31) 的 零 元 ,注意 到 独立 零 元 由 恬 盖 元 组 成 , 故 可 如 
下 进行 ， 
([) 封锁 没有 曾 框 零 元 的 行 ; 
(2) 封锁 封锁 行 呆 的 未 画 框 零 元 所 在 列 ， 
(3) 封锁 封锁 列 中 的 画 框 零 元 所 在 行 ， 
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(4) 重复 (2) 与 (3) 直至 不 能 再 封锁 ， 
(5) 未 封锁 行 与 封锁 列 各 有 一 条 覆盖 线 ， 
第 5 步 ”调整 等 价 分 配 和 矩阵 ， 
由 式 (9. 35),(9. 36),(9, 37) 与 (9. 38) 得 调整 后 的 等 价 分 本 矩阵 (9, 39)， 
令 (@) 一 (oo), 转 第 2 步 . 
引 理 9.18 在 第 5 步 的 调整 ,等 价 于 对 (cj) 实施 下 列 三 个 规则 之 一 ; 
规则 1 未 覆盖 行 的 元 减 co, 覆盖 列 的 元 加 co. 
规则 2 ”未 覆盖 列 的 元 减 m ,覆盖 行 的 元 加 co. 
规则 3 ”未 覆盖 元 减 , 重 覆盖 元 加 co. 


(习题 9. 42). 

例 9.12 给 定 下 烈 分配 和 矩阵 , 求 最 优 分 配 , 
2 7 5 
5 2 | 
2 6 5 

0 4 | 

1。 等 价 分 配 矩 阵 |4 0 0|， 

0 3 引 

| 号 


2 ， 画 框 求 独立 零 元 


1 


4 31 vw b 
加 们 | ， 玫 
3 dv 0 


@ 
4 5 
他 3 

4. 封锁 与 覆盖 (用 *“” 表 封锁 ,日 彤 迁 级 覆盖 ) 

加 
4 
0 
Vv 


4 3 
8 QH, 
3 3 


3. 已 求 得 3 个 独立 零 元 , 故 得 最 优 分 配 ; 
J] 2239. 
引 理 9. 19 (1) 证 明 等 价 分 配 答 阵 非 负 . 
(2) 当 tew) 的 独立 零 元 少 于 x 时 ,调整 后 得 等 价 分 配 矩 阵 te) ,证 明 
Ss ya < 3 DE , (9. 40) 


i j=! tm jy 
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(3) 若 分 配 和 矩阵 是 整数 ,证 明 有 限 步 必 求 得 整数 最 优 解 . 
《习题 8 43). 


§ 9.5 转运 网 络 规划 


现在 讨论 比 运输 网 络 规划 与 分 配 网 络 规划 更 一 般 的 问题 一 一 转运 网 络 规划 . 首先 有 
下 面 的 引 理 ， 
引 理 9. 20 ”转运 网 络 规划 (9. 3) 的 (7 十 4 十 7) 个 平衡 条 件 不 是 独立 的 ,但 任意 Om 十 
a 十 ?一 1) 个 平衡 条 件 都 是 独立 的 (习题 9. 47). 
为 方便 ,我 们 设 发 点 , 收 点 与 中 间 点 共有 aa 个 ,并 设 转运 网 络 图 C 一 (V ,8) 是 (am) 冉 
权 有 向 图 ,其 顶点 的 硕 序 按 发 点 ,中 间 点 , 收 点 排列 . 并 不 妨 仍 以 4 表示 去 掉 关 联 矩 阵 最 后 
一 行 的 基本 关联 矩阵 , 仍 以 5 表 右 端 去 掉 最 后 一 个 分 量 折 得 向 量 , 则 转运 网 络 规划 可 写 为 
min cs (9. 41) 
st Ar = b, 
Ee 
引 理 9.21 ” 设 了 是 转运 网 络 规划 (9. 41) 的 基 , 则 存在 置换 矩阵 与 9 使 Ph9 为 上 三 
角 阵 且 主 对 角 线 元 全 为 土 1 (习题 9. 48). 
下 面 用 修正 单纯 形 法 解 (9. 41) ,并 设 互 是 可 行 基 ,4 = (D,N). 


关于 判别 数 
设 加 是 单纯 形 乘 子 , 由 wB = cz 右 乘 吕 得 
wBY = cg. (9. 42) 
令 z 一 a , 则 式 59. 42) 成 为 
utPBO) = ca, (9, 43) 
因为 PBQ 是 上 三 角 阵 ,所 以 由 式 (9. 43) 容易 解 出 4, 从 面 得 出 判别 数 + = wN 一 cv 
关于 选 代 方向 
设 £ 是 入 基 向 量 指 标 , 则 燃 正 单纯 形 法 的 秋 代 方向 是 4， 
ie (1)- (9 (9. 44) 
对 Bds 二 一 NW, 左 于 得 
-Phas 一 一 PN 1 (9. 45) 
令 ds 二 中, 则 式 (9. 45) 成 为 
{PRO =—— PN,. (9. 46) 
因为 P88 是 三角 阵 , 容 易 从 式 (9, 46) 求 出 六 从 面 得 出 选 代 方 向 也 
关于 选 代 步 长 
修正 单纯 形 法 的 选 代步 长 是 
0 一 min | -I < 中 (9. 47) 


引 理 9. 22 ” 达 代 方向 (9, 44) 的 分 量 是 0 或 1 或 一 1( 习 题 9.49)， 
由 引 理 9. 22, 式 (9. 47) 等 价 于 
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0 = min {zr ldn 一 一 了 j， {9. 48) 


引 理 .23 者 转运 网 络 规划 可 行 则 必 有 最 优 解 ( 习 十 3. 50). 
以 上 分 析 得 求解 转运 网 络 规 划 的 算法 ， 


算法 9,5 解 转运 网 络 规 划 的 修正 单纯 形 法 

设 B 是 (9. 41) 的 可 行 林 ,xs 为 基 可 行 解 ,4 一 (BN). 

第 1 步 ” 求 舞 换 和 矩 阵 了 与 8, 使 PBQ 为 上 三 角 阵 且 主 对 角 线 元 金 为 士 1 
第 2 步 ”最 优 性 检验 . 求解 


下 和》 一 cual, 《9. 49) 
再 计算 
w 一 WP, 《9. 50) 
r= WwWN cr, (8, 51) 
着 r+ 夺 0, 则 当前 解 为 最 优 解 . 
第 3 步 ” 求 入 基 向 量 . 令 
rm = max {rj;|j © N}, 《9. 52) 
得 人 基 向 量 为 Ny. 
第 4 步 ” 求 出 基 向 量 ,求解 
‘PDONY = — PN ， 《9. 53) 
再 计算 
ds = Oy, (9, 54) 
0 = ts = min {rs |ds =— 1}, 《9. 55) 
得 出 基 向 量 为 B.. 


第 5 步 ”WNW 与 B. 交换, 从 8 得 ,从 WW 得 NW'. 相 应 于 痕 的 基 可 行 解 是 
?= (rel 小 


4 人 十 gs 省 活力 
lo ,iL 
令 互 一 四 ,太一 No 一 由 返回 第 1 步 . 
例 9.13 某 公 司 有 2 个 工厂 ,2 个 转 话 站 ,3 个 零售 商店 ,如 图 9, 2. 价 点 旁 的 数字 为 正 
的 是 工厂 产量 ,为 负 的 是 商店 需求 基 ,为 零 的 是 转运 仓库 ( 数 零 不 必 在 图 中 款 出 ). 箭 杆 旁 
的 数字 表示 单位 运 价 . 求 最 优 请 运 方 案 ， 


即 
(9. 56) 


+50 的 ny Vs -0 
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去 者 报 后 一 个 着 点 一 一 收 点 产 的 平衡 条 伯 , 符 转运 回 络 规划 : 
min S112 十 di3 十 A 十 这 3 十 Hur 十 B435 


十 ?zs5 十 Br 十 255 二 3456 十 Dror {09.57) 
st wad zs 1 一 80 
一 32 十 4 十 aa7 一 70 
一 %3 十 ras 十 zap = 0 
—Zzu CO— za 二 十 X17 二 0 
一 2335 十 zs 一 一 30 
一 5 一 rie 一 256 十 z 一 一 40， 
Tu 2 0, 
其 系数 怎 阵 与 右 端 是 
C2) (137 (1 47 24) 27) (C35) 【367 C4.6) (47) (5.6) 《67 
lil 0 0 0 0 0 中 0 0b 0 0 
2| 一 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 
4 一 3|0 一 上 0 D 0 上 ] 0 0 0 0 
40 0 -1 —! 0 0 0 | 1 0 ol 
5|10 0 D 0 0 一 1 09, 0 . 0 | 中 
6l0 0 0 U 0 0 一 | 一 1 一 1】 1 
50 
70 
,= 0 
0 
一 30 
一 40 


出 定理 3. 16 各 定理 3. 19,8 基 基 的 充 要 条 件 是 ,8B 对 应 于 转 运 网 络 图 的 生成 树 . 我 们 不 妨 
就 以 生成 树 的 边 集 表示 基 5. 换言之 ,在 网 络 图 中 ,3 家 生 成 树 ; 在 网 络 规 划 中 ,8B 家 基 , 即 
基 和 矩阵 或 基 向 量 的 集 . 这 样 的 表示 外 方便 又 不 致 发 生 混 清 . 在 图 9. 3 中 画 出 了 转运 辣 络 
图 9.2 的 生成 树 , 由 此 得 系数 答 阵 4 的 分 解 4 二 (38,N)， 

B= {1,3),(2,4), (2,7),C3,5) ,03,6) ,C4,6)), 

N= {2), 01,4)， (047)， 05,6)，06,7)}， 
相应 基 可 行 解 mm 一 (50,20,50,30,20,20)7， 


150 功 0 0 2 Ys a0 
一 
+170 记 ye 0 
} 
Vr -30 
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第 1 次 达 代 ， 


1. 求 得 
0 10000 0000 
000 100 0 100 
000001 1 000 
Poo10o000 Srlooon 
0000 10 0 0 01 
100000 00 10 
使 
1 0 0 0 0 
0 -1 | 0 0 1 
Polo -1-1 0 0 
0 0 0 1 1 -1 
0 0 0 0 :1 0 
0 0 0 0 0 1 
2. ro C1, 1,2,1, — 9). 
3. 5 = 3,N,s 进入 基 . 
4 C0], — 1.0,0,0)7, 
0 = sy, 一 50, 5 一 3, 8.s 退出 基 . 
5. B= 人 1 3)， 24) 064,7) 535)， (367， (4 6) 
N= {01,2),(1,4) ,2,7),(5,6),06,7)}, 
zy 二 (50,70,50,30,20,20)7, 如 图 9. 4. 
0 $0 Vs 30 0 
20 
+70 Vs Lu 区 Ve 0 
40 
Vr -SO 
图 9.4 
第 2 次 选 代 ， 
1], 求 得 
. 000 100 0000 
010000 0 100 
plo 90001 0 ol1o00 
001004 0000 
000010 0 001 
100000 0 0 10 
使 
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人 


二 


人 


二 


| 一 上 1 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 
po = 0 0 一 ] 一 1 0 0 
0 0 0 1 一 上 
0 0 0 0 一 1 0 
0 0 0 0 0 i 
2. 7= (11,1,—2,1l,— 11). 


3. 二 4,N. 进入 基 ， 

d, d= 0,0,0,1, — 10)7， 
0 一 za 二 20, 1 一 5, B's 退出 基 . 

5. B= {13}. (2.4] ,4d,7),63.5), 5,6), {4,6)}, 
N= 2) C1 ,A 27) (316), C0,7)}, 
zs = (50,70,50,50,20,20)". 如 图 9.5. 


+  W Vi 0 
20 
170 的 70 Vs 2 y, 0 
Ea 
Vr -和 
网 9.5 
第 3 次 迭代 ， 
1. 求 得 
0060 100 000001 
010000 010000 
p= 05001 so- ?09090000 
0 .0000 10 0 000 10 
001000 0001080 
1 000600 001000 
1 一 1 1 0 0 0 
0 1 0 0 0 
pool 0 -TI 0 7 
0 0 4 1 -1 0 
0 0 0 0 1 一 1 
0 0 0 0 0 1 
2.7 一 (一 2, 一 2, 一 2, 一 1 一 1 所 0， 


“ 当前 解 为 最 优 解 , 即 得 最 优 调运 方案 为 
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X13 一 HO, zo 一 70 zys 一 30，46 一 20， 
xz 一 50， xss 二 20, 乓 余 司 一 0 
相应 最 小 总 运费 为 ?40. 
关于 初始 可 行 
算法 9.5 是 从 一 个 可 行 菇 开始 选 代 的 . 初始 可 行 巷 可 用 人 造 变量 法 炒 出 ， 
今 设 想 把 所 有 供应 及 集中 在 发 点 ] ,然后 再 由 发 点 1 运送 到 所 有 中 间 点 和 收 点 , 即 在 
转运 网 络 图 中 添加 一 些 边 ,使 
(1) 每 个 发 点 让 天 1) 到 发 点 1 都 有 一 
(2) 发 点 1 到 所 有 中 间 点 和 收 点 都 有 一 条 边 . 
设 添加 的 边 的 集 为 5. 0 5, 刚 称 (i, 让 为 人 造 边 , 称 z 为 人 造 变量 . 
由 此 构成 的 新 的 转运 网 络 浆 为 人 造 转 运 网 络 . 人 造 转运 网 络 图 GC = (WV,B US), 其 基 
本 关联 和 矩 阵 设 为 4, 则 人 造 转运 网 络 规划 问题 是 


min > Ty ‘9, 58) 
《站 家 
5. ¢, Ar = 8,， 
zz 站 
问题 49, 58) 显然 有 一 个 可 行 林 2， 
| B= {GDIiE XM U {PLUErUY}, 《9. 59) 


其 中 六 ,1 与 工分 别 为 发 点 集 , 中 加 点 集 与 收 点 焦 , 相 应 基 可 行 解 是 
的 = FE XxX\ {1} 
_ fj0, jel, ‘9. 60) 
[= | JEY. 
例 9.14 求 例 9.13 的 转运 网 络 规划 的 初始 可 行 基 . 
首先 ,添加 边 的 集 8 = {C2,1),(1,5),(1,6),(1,7)}. 其 次 ,由 一 般 形式 (9. 58) 得 人 
造 转运 网 络 规 划 问 题 : 


min za 十 zis 十 3215 十 和 (9.61) 
S50 
tal 十 was 十 rar 一 218 一 了 0 
35 十 338 一 313 二 0 
x tT Far 一 二 0 
一 05 一 was 十 556 一 一 30 
一 %6 一 Zag 一 He 一 Ws 二 por 二 一 40， 
2 


由 式 (9. 59) 与 式 (9. 60) ,有 
= (0251) ,C1 ,3,14), (1,5), C1,6), (1,7)}, 
N= {C27 02,4) ,2,7), 03,5),. 63.6) .04,6) ,4.7) (5.6).(6,7))， 
一 (70,0,0,30,40,50)", 如 图 9.6. 
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10 Wi Vs 0 Vv 0 


-了 0 V1 0. Va 40 Vs -各 


图 .6 
利用 算法 9.5, 经 过 6 次 迭代 ,人 造 边 全 部 退出 基 , 得 转运 问题 的 初始 可 行 基 8 及 相应 
基 可 行 解 rm， 
B= {46) .01,3), 2,4) C3,5), (316) 027) ， 
. zs = C20,50,20,30,20,50)7. 
这 正 是 图 9 3 的 生成 树 及 基 可 行 解 - 


算法 9.6 ” 解 转运 网 络 规划 的 二 阶段 法 

考 虚 转运 网 络 规划 人 59. 41). 

第 1 阶段 ” 解 人 造 转运 网 络 规 划 . 

构造 人 造 转运 网 络 规划 (9. 58) ,以 (9. 59) 的 了 为 初始 可 行 基 , 相 应 基 可 行 解 由 式 
(9. 60) 给 出 . 因为 人 造 转运 网 络 规划 可 行 且 有 界 , 故 必 有 最 优 解 . 当 利用 算法 9.5 求 得 最 
优 解 时 ， 

(1) 车 最 优 值 为 应 , 则 运输 网 络 规划 (9. 41) 不 可 行 ; 

《2) 若 最 优 值 为 零 , 即 可 得 运输 网 络 规 划 (9, 41) 的 初始 基 可 行 解 , 进 人 第 2 阶段 . 

第 2 阶段 ” 解 转运 网 络 规 划 , 

由 第 1 阶段 得 到 的 转运 网 络 规划 (9, 41) 的 初始 可 行 基 和 基 可 行 解 ,用 算法 9. 5 求解. 

在 定理 9. 4 中 给 出 了 网 络 规划 的 重要 性 质 一 解 的 整数 性 . 读者 从 解 运输 网 络 规划 
与 蟹 分 配 网 络 规划 的 算法 可 以 看 到 ,只 需 加 减 运算 而 没有 立 除 运算 . 对 于 一 般 网 络 规划 
一 转运 网 络 规 划 , 也 有 同样 的 性 质 . 

定理 9.24 ” 解 网 络 规划 的 单纯 形 法 只 需 如 减 运 算 而 没有 乘除 运算 (习题 9. 53). 

下 面 指出 ,算法 9. 5 和 算法 9.6 可 以 在 网 络 图 上 进行 ， 

计算 基 可 行 解 

求解 Bzs 二 b. 因为 对 应 的 边 是 生成 树 ,生成 树 必 有 悬 点 , 故 可 从 生成 树 的 及 点 开始 
考查 ,利用 平衡 条 件 求 出 晤 边 对 应 基 变 量 的 值 ,然后 从 生成 树 中 去 挤 该 上 基 点 . 继续 这 一 过 
程 可 求 出 所 有 基 变 量 的 值 , 即 得 基 可 行 解 ze 

例 9.15 ”在 例 9.13 中 ,对 转运 网 络 图 9.2, 容 易 找 出 生成 树 如 图 9. 3, 试 求 对 应 的 基 
可 行 解 . 

在 图 9. 3 中 ,w 是 县 点 ,有 供应 量 50, 故 从 vw 洛 悬 边 (m ,v4) 运送 50 到 中 间 点 思 , 即 令 
2 一 50, 然 后 去 掉 悬 点 wm ,如 图 9.7(a). 其 余 过 程 如 图 9. 7 中 的 (8) ~ 0) ,于 是 得 生成 树 
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所 决定 的 基 可 行 解 ， 


fi 一 50， Xs = 30， X10 一 20， 天 由 一 2 人 4， 
a4 一 20， ajar 一 50， 其 余 Xi 三 0, 
这 就 是 在 例 9. 13 中 的 初始 基 可 行 解 . 


:50 hig pov, :50 VO— pOv -30 
440 Vy Vs .30 +20 vy 
TO Vs < Ve 0 0 2 ve 40 
vi -$0 | V1 -和 0 
{2 最 点 yi | fb 最 点 Vs 


+20 Vs Do wov, - 易 Wa 0 2 we Ve -0 


Va 
VY -30 bv: -$0 
(oD) 天 点 名 (41) 最 点 wa 


+90 Vy ey .加 


30 
FD + -名 
+50 加 aaa -0 
(ee 县 点 妈 (Lf) 县 点 Y 


图 9.7 由 生成 树 求 直 可 行 退 


计算 对 偶 解 一 一 顶点 的 位 势 
求解 wB 一 ca. 因为 收 点 » 的 平衡 条 件 已 去 掉 , 故 在 生成 树 中 车 有 边 (mm%)， 则 


Ht 二 Ci 于 是 好 = 0. 换言之 , 令 i = 0, 并 由 


ti = Cyr (EB (9. 62) 
求 出 对 偶 可 行 解 
例 9.16 在 例 9. 15 已 给 出 如 何 利用 图 9. 3 的 生成 树 求 基 可 行 解 . 试 由 此 生成 笠 求 对 
偶 可 行 解 


重新 画 出 图 9.3 的 生成 树 , 并 在 有 向 边 (i,j) 装 标 出 权 oj 如 图 9. 8， 
人 邻 业 二 0 由 好 一 【一 cr 一 5 得 ww 一 $5 再 由 tw 一 ww 一 on 一 1 得 ww 一 4. 并 相继 
求 出 四 ,区 ,上 与 wp. 计算 结果 标 在 图 9. 8 顶点 旁 ， 
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LL 
Ww 
Pe wes 
和 二 
罗 8.8 洁 此 成 寻求 对 侈 机 涌 解 
计算 判别 数 
计算 ? = mw 一 om 如 
EN 《9 63) 


由 于 优点 的 科 轨 wr, oe 已 菜 史 , 医 资 量 的 痢 草 数 为 雷 , 故 内 式 {9. 63) 容易 来 得 非 落 弯 
入 欧 逆 移 数 . 

决定 人 基 物 出 基 风 村 

著 * 六 4, 则 当前 解 为 最 优 解 , 吾 岩 令 

Pa Ta £9, 64) 
得 人 若 向 量 的 边 信 ,站 , 网 培 图 的 生成 钳 坊 圭 过 太 ,0) 看 砍 一 医 . 设 
BU td) 

的 歇 一 关 是 C,C 的 方向 朗 边 付 ,0 的 寡 竹 若非 基 变 晤 和 及 之 增加 强 小 为 保 特 尝 稀 加 件 ， 
上 上 与 避 方 向 -一 到 的 边 都 说 增 机 刀 方向 相反 的 边 剖 诬 减 沙 3. 加 此 ,出 韭 负 性 ,应 取 6 英 是 
条 御 


站 《小 85) 
其 中 性 着 CC 上 方向 贺 溢 的 诗 有 边 集 , 二 是 出 苛 衔 量 的 边 晤 (7, 
新 的 可 行 六 和 基 可 行 解 
新 的 可 行 莫 基 
《BMG (9, 868) 
相应 车 可 入 姐 在 喝 C 二 调整 可 得 
Ww Et, 
EA (8. 87} 
9 :其 它 ， 


其 审 红 ,0" 分 其 为 C 上 方向 一 至, 方向 相反 的 边 集 ， 

例 9.17 在 例 少 瑟 中 已 玉 册 图 3.3 的 生成 办 扬 站 定 的 基 训 行 多, 试 求 如 的 基 可 行 
解 . 

局 党 让 站 (9.53) 计算 非 藉 变 量 将 刚 数 ,如 图 9 ga. 奏 贝 式 (9.54}) 种 人 基 向 星 的 这 
六 (#337. 平 是 呈 U {04,7)) 有 隆 一 立 疡 于 全 故人 着 克 Ce 大 和 7)， 
1 有 EC 2 本 图 9 8 宙 式 (9.65) ,省 基 馈 早 的 过 是 273， 故 务 的 可 行 革 古 
贞 (d4.7) 栈 懂 他, 寻 稳 

{E3724 4 ,3,6), C4167). 


相应 基 可 行 解 由 式 (9, 67) 得 
x 一 50, wa 一 70，3z 一 50，z3s 一 30， 
zs6 一 20, zi 一 20， 其 余 呈 一 上 0， 

如 图 9. 9(c). 这 一 结果 与 例 9. 13 的 第 1 次 达 代 完全 一 致 . 


w=7 1 一 了 


站 = 站 


PE 


rc=1 


Ve = 一 4 

50 Vy 补 

| ‘0 1 15 -3 
f=—9 和 20 

如 4 20 
+70 V2 Ve 40 

Le Wr 二 人 外 
Vr -0 

(ce) 


图 9 (0 计算 判别 数 (2 图 CC tx) 新 基 可 行 解 


算法 9.7 转运 网 络 图 上 的 原始 - 对 偶 算 法 

考虑 转运 网 络 规划 (9. 41) 及 相应 网 络 图 0 二 《FP ,8), 设 8B 是 可 行 基 . 

第 1 步 ” 求 基 可 行 解 ， 

考查 生成 树 的 悬 点 ,利用 平衡 条 件 求 出 县 边 对 应 其 变量 的 值 ,然后 去 掉 该 县 点 , 继 
续 这 一 过 程 ,直至 求 出 所 有 基 变 量 的 值 . 

第 2 步 求 对 偶 可 行 解 . 

令 征 一 0 由 式 (9. 62) 求 出 与 顶点 相 邻 的 顶点 的 位 势 , 对 刚 求 出 位 势 的 顶点 的 相 邻 
顶点 继续 用 式 (9,62) 求 出 其 位 势 , 直 至 所 有 顶点 的 位 势 被 求 出 ， 

第 3 步 ” 求 判别 数 . 

对 连 枝 对 应 的 非 基 变量 ,用 式 (9. 63) 求 判 列 数 ， 

第 4 步 ”最 优 性 检验 ， . 

若 mS 委 0G 力 扩 六, 则 当前 解 是 最 优 解 . 否则 贝 式 (9. 64) 确定 入 基 向 量 的 边 (4,DD. 

第 5 步 ” 求 新 的 基 可 行 解 . 

设 BU 1GtD 有 了 唯一 圈 如 ,并 以 企 ,) 的 方向 为 如 的 方向 . 令 CrC- 分 别 为 才 上 方向 
与 一 致 的 边 集 , 方 回 与 C 相反 的 边 集 , 由 式 (9. 65) 确定 出 要 向 量 的 边 (r, 虽 ,新 的 可 行 基 
是 (9. 66) ,相应 基 可 行 解 由 式 (9. 67) 计算 . 

专 回 第 2 步 ， 
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试 画 出 两 络 图 并 列 出 网 络 规划 ， 
9.2 给 定 分 配 表 


试 画 出 网 络 图 并 列 出 网 络 规划 . 
9.3” 求 下 烈 网 络 检 s 到 :的 最 大 访 , 试 列 出 网 络 规 划 。 


图 9.10 
9.4 求 下 列 两 络 从 到 vs 的 最 短路 , 试 列 出 网 络 规划 . 
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9.5 对 下 列 转 运 网 络 , 试 列 出 网 络 规划 . 


+40 Ya 


+50 PV 


+60 VF 


图 .12 
9.6 ”给 定 网 络 图 如 下 , 试 列 出 最 小 费用 流 网 络 规 划 . 


3 Taz 21 

Lt 
了 

二 四 
4.4 

. I 
4 Vy $,1 
六 9.13 
图 中 稍 杆 旁 的 数字 为 a{e) ,cte) 


9.7 证 明 引 理 9 上， 
9.8 证 明 引 理 9. 2. 
9.9 设 4= (一 0 或 1 或 一 1, 若 
(1) 每 列 非 堆 元 不 多 于 2 个 . 
(2) 行 能 分 解 为 两 个 子 集 8 与 外 ,使 
1) 若菜 列 合 2 个 同 号 非 堆 元, 则 分 别 合 于 Qi 与 中; 
2) 若菜 列 会 2 个 异 导 非 零 元 , 则 同时 含 于 Qi 或 色 中， 
则 4 是 全 单 模 的 . 
9.10 设 4E rr 是 整数 的 ,rt4) = rw, 则 下 列 各 条 等 价 ， 
(1) 4 的 天 阶 非 奇异 子 矩阵 的 行列 式 是 士 1 
(2) 若 5&E 是 整数 的 , 则 
全 {zz 二 4s 这 0} 
的 基 可 行 解 是 整数 的 ; 
(3) 4 的 只 阶 非 奇 申 子 矩阵 的 逆 是 整数 的 ， 
9.11 证 明 引 理 9.7. 


9. 12 ”证 明 引 理 9, 8， 
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> 


9,13 证明 引 理 9. 9， 
9.14 证明 引 理 9.11. 
9,15 ”证 明 引 理 9. 12. 
9. 16 ”在 运输 表 中 给 出 点 集 开 二 {8,1 101,2),(2,1),(3,1),(3,3),(3,4),(3,5)， 
(4.2) ,4,3)}, 试 求 出 履 的 闭 固 路 ,并 由 此 推出 Py 的 表示 式 .… 
9.17 在 下 面 的 运输 表 中 给 定 了 一 些 变量 的 值 , 问 是 否 基 可 行 解 ,为 什么 ? 
(1) 


2) 


(3) 


9.18 (1) 给 出 最 小 元 素 法 的 计算 阔 又 ， 
(2) 用 (1) 的 算法 求全 9.8 的 初始 基 可 行 解 ， 
9.19 ”给 定 运输 表 , 分 别 用 西北 角 法 与 最 小 元 素 法 求 初始 臣 可 行 解 . 


9.20 对 运输 网 络 规划 , 设 Pu 进入 基 ,Pn 退 出世 ,证 明 新 的 目 慰 函 数值 将 下 隆 mr 
9.21 在 求 单 纯 形 莱 子 的 公式 (9.15) 中 ,能 否 把 u 一 6 改 为 4 二 0 或 ;二 07 为 什么 ? 
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9. 22 


9, 23 


9, 24 


8. 25 


法 求解 ， 


9. 26 
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用 位 势 法 解 下 列 运输 网 络 虎 划 ， 


9.27 ”给 定 产 大 于 销 的 运输 表 , 并 规定 多 佘 产量 可 任意 运 到 某 销 地 ,试用 位 势 法 求 
解 ， 


9.28 已 知 运输 问题 


[~ 
op 


《1) 求 最 优 运输 方案 ， 
(2) 若 最 优 运输 方案 不 变 , 分 别 求 csca5ss 与 61 所 满足 的 条 件 ,假定 其 余 运 输 单 
价 不 变 ， 
{3) 痢 最 优 运输 方案 不 变 , 求 cu 所 满足 的 条 件 ,假定 其 余 运 输 单价 不 变 
9.29 时 , 乙 两 煤矿 分 别 生 产 煤 500 万 吨 , 供 应 三 个 发 电厂 ,4 第 300 万 师 ， 了 需 300 万 
钝 ,0 需 400 万 吨 , 煤 可 从 殉 直 运 厂 ,也 可 经 由 另外 的 矿 或 厂 转 运 . 各 登 间 , 三 间 ,个 与 厂 间 
的 距离 如 下 表 , 试 用 位 势 法 求 最 优 运 输 方案 ， 


9. 30 ”给 定 运输 表 , 每 个 销 地 的 销量 有 2 个 数 ,5"" 表 销 地 /必须 运 进 的 量 ,5"™ 为 销 
地 5 的 最 高 需要 量 ,bw 之 如", 并 假定 产地 3 不 能 运 到 销 地 4, 试 川 位 势 法 求 最 优 运输 方 


- 
所 一 
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9.31 ”给 定 运输 表 , 每 个 产地 的 产 星 有 2 个 数 ,are 表 产 地 :必须 运 出 的 量 ,me 为 产 
地 i 的 最 大 供应 量 ,a"™ 六 sr", 并 假定 产地 3 不 能 运 到 销 地 4, 试 用 位 势 法 求 最 做 运输 方 
案 ， 


9.32 ”给 定 运输 表 , 并 假定 
(1) 销 基 刚好 被 满足 ， 
C27 产地 1 的 产量 可 以 不 运 出 ， 
《3) 产地 3 的 产量 必须 全 部 运 出 ， 
(4) 产地 2 的 产量 车 不 运 出 则 每 单位 罚 1， 
试用 位 执法 求 报 优 运输 方案 . 


9.33 ”给 定 运输 表 , 讲 假定 
(1) 产量 全 部 运 出 ， 
(2) 销 地 | 的 需要 量 必须 满足 ， 
《3) 销 地 2 的 需要 量 若 未 满足 则 每 单位 罚 2， 
(4) 销 地 3 的 需要 量 可 以 不 满足 ， 
试用 位 执法 求 最 优 运 输 方 案 . 


9.34 给 定 运 输 表 ,并 假定 
(1) 销 地 1 可 多 接受 2 单位 ， 
(2) 销 地 2 与 3 可 任意 多 接受 ， 
试用 位 执法 求 郁 优 运输 方案 . 
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9.35 给 定 运 输 表 如 表 9. 1, 设 已 求 得 基 最 优 解 {z,| GD) 所 于)， 
(1) 从 某 产 地 i 运 出 的 单价 同时 增加 或 减少 一 个 常数 ,讨论 对 最 优 解 与 最 优 值 的 影 
垃 ， 
《2) 设 某 销 地 j 运 进 的 单价 同时 增加 或 减少 一 个 常数 ,讨论 对 最 优 解 与 最 优 值 的 影 
澳 . 
9.36 某 厂 欲 制 订 机 床 生 产 的 年 度 计 划 , 假 定 每 季度 末 交 货 , 若 当 季 生产 的 机 床 未 
交 货 , 则 每 台 机 床 每 季 需 支付 存储 费 300 元 . 已 知 生 产 数据 如 下 表 , 试 用 运输 网 络 规划 制 
订 总 痪 用 最 少 的 年 度 计 划 . 


交 货 台数 


最 大 生产 台数 
每 名 生产 费用 | 10800 11100 11000 11300 


9. 37 用 位 势 法 求解 下 列 分 配 网 络 规 划 . 


9,38 ”游泳 接 力 赛 由 蛙泳 .蝶泳 、 仰 泳 与 自由 泳 4 眉 组 成 ,每 个 队员 只 能 参加 一 段 . 已 
知 4 个 队员 的 各 项 成 绩 ( 时 间 : 秒 ) 如 下 者. 问 如 何 分 配 队员 能 取得 最 好 成 绩 , 即 4 段 的 总 
时 间 最 少 (假定 队员 交接 时 间 为 等 )? 试 用 位 势 法 求解. 


9. 39 ”证 明 引 理 9. 13. 
9. 40 证明 引 理 9. 16. 
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9. 53 
9 54 
9. 55 


证 明 引 理 9. 17. 
证 明 引 理 9 18. 
证 明 引 理 9. 19， 
用 匈牙利 方法 求解 分 配 网 络 规划 ， 
4 3 5 | 4 
1 1 3 6 2 
1 5 4 6 1 
3 3 4 Et 4d 
9 1 2 1 2 
用 匈牙利 方法 重 解 习题 9. 37. 
用 人 饵 牙 利 方法 重 解 习题 9. 38. 
证 明 引 理 9. 20， 
证 明 引 理 9.24. 
证 明 引 理 9. 22， 
证 明 引 理 9. 23. 
如 习题 9. 19 的 运输 表 ,试用 算法 9.6 求解 ， 
给 定 转运 网 络 图 9. 14, 试 用 二 阶段 法 求解 ， 
-30 
-了 
图 .14 
证 明定 理 9 24. 
用 算法 生 ?7 解 习题 9. 52 的 转运 网 络 向 题 ， 
给 定 转 运 网 络 图 9. 15, 引 入 人 造 边 ,用 算法 9.7 求解 ， 
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9. 56 ”最 小 费用 流 网 络 规划 (9, 10) 就 是 转运 网 络 规划 再 附加 变量 有 上 界 , 试 修改 算 
法 9,7 以 解 最 小 费用 流 网 络 规 划 如 图 9. 16 ,并 求解 下 列 最 小 费 几 流 问题 . 


图 9.16 
图 中 箭 杯 旁 的 数字 为 上 界 .单价 ss 
9.57 在 最 小 费力 流 网 络 规 划 (9.10) 中 把 上 界 条 件 0 扫 zz< 委 as 改 为 上 .下 界 
1 
如 何 利用 算法 9.7 求解 ? 试 求解 下 列 有 上 ,下界 的 问题 如 图 9. 17. 


图 9.17 
图 中 第 杆 旁 数字 为 下 界 ,上 界 二 ,单价 o 
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